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Resumo. Este artigo apresenta a preparagdo e concretizagdo de uma unidade de ensino para o 5.° ano
sobre a nogdo e representacdo de nimero racional, a comparacdo e ordenacdo de nimeros racionais e
equivaléncia de fragdes que tem por base uma abordagem com representacdes multiplas, de cunho
exploratério, em conformidade com as actuais orientagdes curriculares. O modo como decorreu a unidade
e o balanco das aprendizagens dos alunos sustentam, em termos globais, a conjectura geral de ensino-
aprendizagem, sendo notada a necessidade de trabalhar mais os problemas com fragdes improprias e a
densidade dos nimeros racionais. Apontam-se ainda possiveis alternativas a investigar futuramente, no
que se refere a representacdo na recta numérica, a abordagem a equivaléncia de fragdes e ao trabalho no
significado razdo.

Palavras-chave. Nimeros racionais, Representacio, Tarefas de Exploragdo, Comparagdo, Ordenagao,
Equivaléncia

Abstract. This paper presents the preparation and implementation of a teaching unit for grade 5 pupils on
the concept and representation of rational numbers, the comparison and sorting of rational numbers and
equivalence of fractions, based on an exploratory approach with multiple representations, aligned with
current curriculum guidelines. The way the unit unfolded and the results regarding pupils’ learning
support, overall, the general teaching and learning conjecture. It was noted the need to continue working
with improper fractions, and the density of the rational numbers. Some possible alternatives to investigate
in the future are suggested, regarding the representation on number line, the approach to the equivalence
of fractions, and work in the ration meaning of rational numbers.

Keywords. Rational numbers, Representation, Exploration tasks, Comparison, Sorting, Equivalence.

Introducao

O curriculo de Matemdtica tem uma importincia fundamental para as
aprendizagens dos alunos. O conceito de curriculo, no entanto, é usado com significados
distintos, uns mais abrangentes que outros. Um nivel importante do curriculo é o dos
normativos legais (curriculo oficial) que, em Portugal, se expressa essencialmente nos

programas de Matemadtica. Por outro lado, como referem Stein, Remillard e Smith,
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(2007), sdo diversos os niveis que se situam entre o curriculo oficial e as aprendizagens
efectivas dos alunos (curriculo aprendido), incluindo os manuais escolares e outros
suportes para o ensino-aprendizagem (curriculo implementado) e as praticas de ensino
dos professores (curriculo em agdo). E de notar que, para além da natural influéncia que
o curriculo oficial exerce sobre o curriculo implementado e este sobre o curriculo em
acdo e o curriculo aprendido, existem muitas outras influéncias internas e externas ao
sistema educativo que podem originar divergéncias significativas entre os diversos
niveis e movimentos de reajustamento curricular mais ou menos frequentes e profundos
(Howson, Keitel, & Kilpatrick, 1981).

O desenvolvimento curricular diz respeito & producdo de documentos e
artefactos de natureza diversa, incluindo tanto normativos gerais como materiais para
suporte ao trabalho na sala de aula e outros documentos de apoio para alunos e
professores. Uma atividade especifica de desenvolvimento curricular € a concepgio e
desenvolvimento de unidades de ensino sobre tépicos do programa de Matemadtica.
Estas unidades sdo um elemento importante na concretizagdo das orientacdes
curriculares, mostrando como estas podem ganhar forma na sala de aula e ajudando a
identificar eventuais dificuldades de realizacgdo.

Na concepc¢do de uma unidade de ensino sobre um certo topico, para além das
orientacOes gerais do programa, € preciso ter em conta o conhecimento ji existente
sobre o ensino e a aprendizagem desse topico bem como os recursos didicticos e
tecnoldgicos disponiveis. Assim, o presente trabalho, que se centra sobre o
ensino-aprendizagem dos niimeros racionais no 5.° ano de escolaridade, procura ter em
atencdo a vasta literatura sobre este tdpico bem como 0s recursos existentes no nosso
pafs para apoiar o seu ensino.

Embora as tarefas a propor aos alunos sejam um elemento fundamental de uma
unidade de ensino, esta ¢ mais que um simples conjunto de tarefas. A sua concep¢do
deve ter subjacente uma conjectura como, em certas condicdes, os alunos podem
aprender o topico em causa (Cobb, Confrey, diSessa, Lehrer & Schauble, 2003). Neste
caso, a conjectura tem por base uma perspectiva sobre as tarefas a propor aos alunos
(natureza, contextos, significados e grandezas envolvidas) bem como as representacdes
a privilegiar e, ainda, o modo de trabalhar na sala de aula (incluindo momentos de
trabalho individual, em pares e pequeno grupo e de discussdo colectiva).

A realizacdo de unidades de ensino dé indicagdes sobre 0 modo como pode ser

concretizado o programa de Matematica. No entanto, ndo se deve perder de vista que ha



sempre muitas maneiras de concretizar um programa, ficando em aberto a possibilidade
de surgirem outras concretizagdes, eventualmente mais adequadas. Além disso, ndo se
pode esperar que na realizagdo de uma unidade de ensino tudo decorra de acordo com o
previsto. Por isso, constitui um factor de interesse estudar os eventos inesperados e
saber que ensinamentos se podem extrair deles para aperfeigoar a unidade para futuras
realizagGes com outras turmas.

O objectivo deste estudo é perceber de que modo uma unidade de ensino de
cunho exploratério, que promove o trabalho com diferentes representagdes de nimero
racional, envolvendo diferentes significados, diferentes tipos de grandeza e diferentes
tipos de tarefa, pode contribuir para a compreensido da no¢do de nimero racional e dos
conceitos de ordenagcdo e comparacdo de nimeros racionais e equivaléncia de fragcdes
em alunos do 5.° ano. O artigo apresenta uma breve revisdo de literatura sobre a
aprendizagem dos nuUmeros racionais, com énfase no conceito e significados,
representagdes, comparag¢do e ordenagdo, bem como a metodologia de investigacdo,
baseada numa experiéncia de ensino. De seguida, apresenta a unidade de ensino e o
modo como foi concretizada na sala aula, referindo alguns momentos de trabalho e
fazendo um balango geral. Por fim, faz uma avaliacdo global da unidade e apresenta

questdes para aprofundamento futuro.

A aprendizagem dos nimeros racionais

Para além das orientagdes curriculares actuais, a elaboracdo desta unidade de
ensino tem por base uma revisdo da literatura sobre a aprendizagem dos ndmeros
racionais que permitiu conhecer teorias, estudos empiricos e tarefas concebidas para
promover a aprendizagem dos nimeros racionais. Essa revisao salienta a importancia da
constru¢do de partes e a reconstrucdo da unidade, a conversdao entre e dentro das
diversas representacdes e as dificuldades dos alunos na ordenacdo e comparacdo dos
ndmeros racionais e na equivaléncia de fracoes.

Conceito e significados. Muitos alunos t€ém dificuldades na aprendizagem dos
ndmeros racionais. Por vezes, alguns perdem de vista a necessidade de todas as partes
em que a unidade estd dividida serem iguais, contam as partes incorrectamente e, dada
uma parte, t€m dificuldade em relaciond-la com o todo correspondente. Mesmo quando
parecem j4 ter algum conhecimento dos nimeros racionais, parece faltar a alguns alunos

uma nog¢do quantitativa de niimero racional, incluindo a percep¢do de que os nimeros



racionais sd@o nimeros e a compreensdo que podem ser representados de vdarias formas

(Post, Behr & Lesh, 1986).

z

O conceito de ndmero racional é multifacetado, distinguindo-se varios
significados. Referindo-se a representacdo em fracdo, Charalambous e Pitta-Pantazi
(2007) sistematizam estes significados do seguinte modo: (i) parte-todo, identificando o
nimero de partes que se tomam do todo, significado fundamental para a compreensdo
dos restantes; (ii) razdo, comparando duas quantidades da mesma natureza ou de
natureza distinta; (iii) operador, transformando o cardinal de um conjunto discreto; (iv)
quociente, resultante da divisdo de dois nimeros naturais; e (v) medida, comparando
duas grandezas, uma delas tomada como unidade.

Representacoes. As representagdes desempenham um papel fundamental no
trabalho com nudmeros racionais. Para Goldin (2003), uma representacio € uma
configuracdo de sinais, caracteres, icones ou objectos que podem, de alguma forma,
designar ou substituir alguma coisa. Representar um nimero significa atribuir-lhe uma
designacdo, podendo um nimero ter varias designacdes. O numeral decimal, a fracdo, a
percentagem, a recta numérica e as linguagens natural e pictdrica sdo representagdes
que um ndmero racional pode tomar e que os alunos devem compreender.

Na sequéncia do trabalho realizado pelo Rational Number Project, Post, Cramer,
Behr, Lesh e Harel (1993) sugerem que a compreensdo dos nimeros racionais estd
relacionada com trés aspectos: (i) flexibilidade na conversdo entre diferentes
representagdes; (ii) flexibilidade nas transformag¢des dentro de cada representagdo; e (iii)
independéncia progressiva de representacdes pictdricas e de materiais manipuldveis.
Este projecto desenvolveu um modelo de ensino baseado na conversdo dentro e entre
representagdes segundo o qual o desenvolvimento de uma compreensdo profunda exige
experiéncia em diferentes representacdes e conversdes. E através do processo de
reinterpretacdo de ideias e conceitos requerida pelas conversdes que os alunos adquirem
novos conhecimentos e reforcam os conhecimentos anteriores, alcangando uma
compreensdo mais ampla e profunda das ideias matematicas.

A representagdo em fragdo origina muitas dificuldades. Por exemplo, Monteiro e
Pinto (2007) indicam que, comparando os nimeros § e i, os alunos referem que % é
maior do que iporque 4 € maior que 3. Este erro muito vulgar € um indicador de que o
aluno ndo compreendeu ainda a representacdo fraciondria. Outros alunos dizem, por

1 ~ . ~ .
exemplo, que 5= 1,2, ndo relacionando as representagdes com 0s nimeros em causa.



Estes erros revelam que o sistema de numeragdo decimal ndo estd completamente
entendido.

Monteiro e Pinto (2007) referem também algumas dificuldades dos alunos no
trabalho com os numerais decimais: (i) confundindo décimas e centésimas, ndo
distinguindo 2,5 e 2,05; (ii) confundindo o nimero de algarismos e a grandeza, quando,
por exemplo, dizem que 1,456 € maior que 1,5; e (iii) considerando ndo existirem
numeros racionais entre 0,1 € 0,2.

A representagdo em percentagem faz parte do quotidiano dos alunos. Parker e
Leinhardt (1995) consideram que a percentagem faz a ligacdo entre situacdes do
“mundo real” e conceitos matematicos de estruturas multiplicativas. Indicam, contudo,
que as percentagens originam diversas dificuldades: (i) na compreensdo do simbolo %,
(ii) fazendo conversdes incorretas como 150% em 0,150 e 0,8 em 8%, (iii) escrevendo,
por exemplo, que 60 = 50% de 30, e (iv) no cdlculo de percentagens superiores a 100%.

Pelo seu lado, Cox (1999) refere que alguns alunos produzem representagdes
pictéricas parciais da situacdo, que parecem servir principalmente como apoio de
memoria, enquanto outros constroem representagdes bastante compreensiveis. O autor
sugere que as representacdes pictdricas sdo Uteis para o raciocinio, pois ajudam a
representar a informacdo do problema e facilitam a mudanca de estratégias de
resolucdo.

A representacdo geométrica constitui também um recurso didactico importante,
permitindo evidenciar a densidade dos nimeros racionais e as relacdes de grandeza
(Monteiro & Pinto, 2007). Para Bright, Behr, Post ¢ Wachsmuth (1988) a recta
numérica difere das outras representacdes pois ndo s sugere a iteracdo da unidade, mas
também a subdivisdo simultidnea de todas as unidades iteradas. O seu estudo com alunos
do 7.° ano mostra que estes t€m dificuldade em marcar fragdes na reta numérica quando
o ndmero de particdes da recta € diferente do denominador das fragdes, mesmo quando
o nimero de partes é multiplo ou submultiplo do denominador.

Finalmente, a representagdo verbal desempenha um papel fundamental no
trabalho com niimeros racionais, nomeadamente na comunicagio oral. Streefland (1991)
sublinha que as fragdes devem ser trabalhadas a partir dos seus nomes (metade, um
terco, um quarto, etc.). Geralmente, os alunos comeg¢am por usar uma mistura de
representagdes verbais e pictoricas (desenhos ou esquemas) que permitem a ligacio

entre a interpretacdo da informacg@do do enunciado e a respectiva solucéo.



Comparacdo e ordenagcdo de niimeros racionais. Post, Behr e Lesh (1986)
consideram que no modo como os alunos comecam a pensar a ordenagdo dos nimeros
racionais hd uma influéncia inicial inevitdvel e, por vezes, persistente, dos seus
conhecimentos sobre nimeros naturais o que afecta negativamente a sua capacidade de
compreender a relagdo de ordem dos nimeros racionais. Ao contrdrio dos nimeros

naturais, nos racionais ndo existe uma relacdo de ordem simples e dbvia. De facto, sdo
.. . . . 2 2 3 4
necessdrias diferentes estratégias para comparar, por exemplo, sezouzes. Os autores

sugerem que a chave da questdo estd em colmatar a lacuna conceptual entre as
estruturas aditivas e multiplicativas pois os reflexos dos nimeros naturais baseados nas
estruturas aditivas podem perturbar o desenvolvimento das estruturas multiplicativas.
Para além disso, Post et al. (1986) apontam que a no¢@o quantitativa de nimero
racional deve incluir a compreensdo de que este inclui um sentido absoluto e um sentido
relativo. Assim, a grandeza relativa de um par de nimeros racionais pode ser avaliada
apenas quando estes sdo relacionados com a unidade. Finalmente, os autores referem a
importancia de compreender que a relacdo entre numerador e denominador define o

significado de uma fra¢do e ndo as respectivas grandezas absolutas vistas de forma

. 1, . 4 .. 1
independente. Por exemplo, 5 € maior do que 5 embora os digitos que surgem em >

. 4
S€jam menores do que oS seus COITCSpOHdCIltCS em 5

Diversos estudos apontam estratégias espontaneas informais que os alunos usam
em tarefas de comparagdo de fragdes. Uma delas, o pensamento residual (Post et al.,

1986), refere-se a quantidade que € necessdria para construir o todo. Na comparacio

5 7 o 1
entre — e =, 03 alunos podem perceber que no primeiro falta - para completar o todo

. . 1 . ~ 7 5
(valor residual) enquanto no segundo sé falta 3¢ concluir entdo que 37 Outra
estratégia € a utilizacdo de pontos de referéncia, que envolve a comparacdo de duas
~ o . o 1
fracdes utilizando uma terceira como referéncia, como S ou 1. Por exemplo, um aluno
1 (. 5, . 3 o ..
que utiliza esta estratégia diz que 5 € maior do que —» porque a primeira fragdo é maior
do que a metade e a segunda é menor que a metade. Outra estratégia, ainda, é o
. . . 5 7 . .
pensamento diferencial. Alguns alunos afirmam que o €5 s equivalentes, porque

ambos exigem apenas uma parte para formar o todo. Neste caso os alunos focam-se na
diferenca entre 5 e 6 e entre 7 e 8, ndo considerando o valor real da fracdo. Esta é uma

forma de pensar caracteristica dos nimeros naturais que conduz geralmente a resultados



incorrectos. Deste modo, os alunos que usam pensamento residual e pontos de
referéncia tendem a ser melhor sucedidos do que os que usam pensamento diferencial.
A comparagdo de duas fragOes através da sua transformacdo em fragdes equivalentes
com denominadores comuns é pouco frequente em alunos do 5.° ano, sendo mais
comum comparar ¢ ordenar nimeros racionais transformando-os em numeral decimal

(Bezuk & Cramer, 1989) e, eventualmente, representando-os na recta numérica.

A experiéncia de ensino como instrumento de desenvolvimento curricular

As experiéncias de ensino (teaching experiments) tém vindo a merecer um
interesse crescente como modo de constru¢do de novo conhecimento em educacio
matemadtica. Na base desse interesse estd o reconhecimento por parte dos investigadores
do fosso entre a pritica de investigagdo e a prética de ensino da Matemdtica (Cobb,
Confrey, diSessa, Lehrer e Schauble, 2003). De acordo com Steffe e Thompson (2000),
esta metodologia de investigagdo tem raizes profundas na educacdo matemdtica,
envolvendo procedimentos padronizados com os quais o investigador constrdi
estratégias para conhecer o modo de pensar dos alunos.

Cobb et al. (2003) indicam cinco caracteristicas comuns as experiéncias de
ensino que t€m sido desenvolvidas no ensino da Matematica. A primeira respeita a sua
finalidade, que € desenvolver novas teorias sobre o processo de aprendizagem e sobre 0s
meios para apoiar a aprendizagem, seja a aprendizagem individual de um aluno, de uma
turma, de um grupo de professores, ou de uma escola ou grupo de escolas. A segunda é
a sua natureza de intervencdo, investigando as possibilidades de melhoria da educag@o
ao conceber novas formas de aprendizagem com o objectivo de as estudar. Uma
experiéncia de ensino tem em conta a investigagio anterior no dominio do estudo e, ao
contrdrio do que acontece numa investigacdo naturalista, o investigador tem algum
controlo sobre o processo de aprendizagem. Além disso, ao tentar apoiar uma forma
especifica de aprendizagem, tem maior possibilidade de descobrir factores relevantes
que contribuem para o seu surgimento e conhecer as inter-relagdes entre esses factores.
A terceira caracteristica indica que a experiéncia de ensino cria condi¢Oes para
desenvolver teorias e colocd-las sob escrutinio, tendo portanto duas faces: prospectiva e
reflexiva. Por exemplo, durante uma experiéncia de ensino na sala de aula, pode ser
testada uma conjectura inicial sobre a interacdo entre as caracteristicas das tarefas e as

respostas dos alunos. Se esta conjectura € refutada, outras conjecturas podem ser



formuladas e testadas. A quarta é a natureza interactiva das experiéncias de ensino, que
se desenvolvem em ciclos de invencdo e revisdo. Isto obriga a dar uma atengdo
sistemdtica as evidéncias sobre a aprendizagem e requer muitas vezes O
desenvolvimento de medidas sensiveis a mudangas na ecologia da aprendizagem.
Finalmente, a quinta caracteristica € que as teorias desenvolvidas durante uma
experiéncia de ensino sio modestas, no sentido em que dizem respeito a processos
especificos de um dado dominio da aprendizagem e sdo relativas as opgdes de design
assumidas.

Para Cobb et al. (2003), a realizagdo de uma experiéncia de ensino envolve a
formulacdo de uma intencdo tedrica directamente relacionada com o objectivo do
estudo. Para além disso, a realizacdo da experi€ncia deve atender aos conceitos e formas
de raciocinio da disciplina que constituem os objectivos de aprendizagem dos alunos,
bem como os pressupostos sobre os conhecimentos prévios dos alunos e os processos de
interacdo social que terdo lugar. Finalmente, com os pontos de partida, os elementos da
trajectdria e os objectivos almejados especificados, o desafio é construir um design que
inclua conjecturas poderosas sobre as mudancas no raciocinio dos alunos e o0 modo de

apoiar essas mudancas.

Metodologia de investigacao

O presente trabalho segue uma metodologia mista, qualitativa e quantitativa
(Bogdan & Biklen, 1994). A unidade de ensino foi lecionada nas aulas de uma turma de
um dos autores deste artigo, que actuou simultaneamente como professora e como
investigadora. A turma € composta por 22 alunos, 9 raparigas e 13 rapazes, com idades
entre 10 e 12 anos (a maioria com 10 anos), que revelam poucos hébitos de trabalho e
um empenho heterogéneo, mas sdo receptivos a novos tipos de tarefa e mantém um
ritmo de trabalho equilibrado. Procuramos perceber de modo aprofundado a evolugdo de
um aluno, seguindo com especial atencdo o percurso de Leonor, uma das alunas da
turma com melhor nivel de desempenho

Todas as aulas da unidade de ensino e as entrevistas realizadas a Leonor (antes e
depois da lecionagdo da unidade) foram registadas em video e dudio. Foram também
recolhidos e analisados os trabalhos escritos realizados pelos alunos na aula. Além
disso, como registo de observagdo, foram feitas anotacdes num didrio de bordo sobre o

modo como decorreram as aulas. Foram aplicados a turma dois testes, um de



diagndstico e outro no final. O teste diagndstico teve como objectivo verificar os
conhecimentos informais que os alunos ja possuiam sobre o conceito de nimero
racional, em especial no que se refere as representagdes, ordenacdo e comparagdo de
nimero racional, assuntos que os alunos nunca tinham estudado formalmente. As
tarefas incluidas neste teste apresentam diferentes representagdes de nimero racional —
fracdo, decimal, percentagem, pictdrica e verbal —, diversos significados — parte-todo,
razdo, quociente, medida e operador — envolvendo quantidades continuas e discretas em
situacdes contextualizadas ou puramente matemadticas. Pelo seu lado, o teste final, teve
por objectivo verificar as aprendizagens dos alunos resultantes da experiéncia de ensino.
Este teste foi elaborado de modo a ser, tanto quanto possivel paralelo ao primeiro,
seguindo a mesma estrutura mas com questdes mais complexas.

Para a andlise dos dados foram transcritas, integralmente, as gravag¢des video das
entrevistas. Os dados foram interpretados segundo uma categorizagdo elaborada a partir
das questdes do estudo e que incluia: (i) dificuldades e erros que os alunos cometem na
utilizagdo das vdrias representacdes de nidmero racional (verbal, decimal, pictérica,
numeral decimal, fracdo e percentagem); (ii) estratégias e dificuldades reveladas pelos
alunos na construcdo de partes e na reconstru¢cdo da unidade, utilizando diferentes
representagdes; e (iii) estratégias e dificuldades apresentadas pelos alunos na

comparagdo e ordenacio de nimeros racionais e na equivaléncia de fragdes.

A preparacao da unidade de ensino

Apresentamos, de seguida, a unidade de ensino sobre “Nog¢do e representacio,
comparagdo, ordenacdo e equivaléncia de nimeros racionais”’, através da qual se
concretiza a experi€éncia de ensino delineada, indicando as respectivas orientagcdes
gerais e hipdtese de ensino-aprendizagem, com destaque para as tarefas e

representagdes, bem como a planificacdo, dindmica da aula e formas de avaliagao.

Opcoes fundamentais

Orientacoes gerais. Esta unidade de ensino situa-se no quadro do novo
Programa de Matemdtica do Ensino Bdsico (ME, 2007) que, no 2.° ciclo, atribui um
papel importante aos nimeros racionais. Assim, abordam-se os subtdpicos: (i) Nocdo e
representacdo de nimero racional; (ii) Comparacdo, ordenagdo e equivaléncia; e (iii)

Percentagens. Os materiais de apoio ao programa divulgados pela DGIDC (Menezes et



al., 2009) sugerem a utilizacdo de 7,5 blocos (de 90 minutos) para tratar estes trés
pontos. Devido as dificuldades dos alunos com os numerais decimais e ao facto de se
pretender utilizar uma grande diversidade de representacdes, decidiu-se atribuir 9 blocos
a realizacdo de tarefas e 1 bloco adicional para a realizacdo de um teste de avaliacéo.

A concepcdo da unidade de ensino segue as orientagdes gerais do Programa de

Matemdtica (ME, 2007) e das Normas do NCTM (2007), segundo as quais:

= (s alunos devem ter experi€ncias matemadticas diversificadas,
realizando exploragdes, problemas e exercicios.

= As tarefas devem envolver contextos matematicos e ndo matematicos
e incluir outras dreas do saber e situagdes do quotidiano dos alunos,
apresentadas de modo realista, de forma a capitalizar o seu
conhecimento prévio.

= Os alunos devem compreender que existe uma variedade de
representacdes para as ideias matemadticas e desenvolver a capacidade
de passar informacdo de uma representacdo para outra.

= O ensino-aprendizagem deve prever momentos para o confronto de
resultados, discussdo de estratégias e institucionaliza¢do de conceitos
e representacdoes matematicas.

= O professor deve dar atencdo aos raciocinios dos alunos,
valorizando-os, procurando que eles os explicitem com clareza, que
analisem e reajam aos raciocinios dos colegas.

= Qs alunos devem ter oportunidade para trabalharem de diferentes
formas na aula, individualmente, em pares, em pequeno grupo ou em
colectivo.

=  Quvir, praticar, fazer, argumentar e discutir sdo actividades
importantes na aprendizagem da Matematica.

Além disso, a unidade de ensino procura seguir de perto as indicagdes
especificas do Programa de Matemdtica (ME, 2007) respeitantes aos nimeros
racionais, segundo o qual os alunos devem desenvolver o sentido de ndimero racional
bem como a capacidade para utilizar os seus conhecimentos sobre estes nimeros para
resolver problemas em contextos diversos. Para isso, os alunos devem ser capazes de
resolver problemas, compreender e ser capazes de usar propriedades e representagdes
dos nimeros racionais e de apreciar a ordem de grandeza dos nimeros.

A unidade de ensino procura igualmente promover as capacidades transversais
de resolucdo de problemas, raciocinio e comunicacdo matemadtica dos alunos. Para isso,

contempla tarefas de natureza exploratdria e problemas cuja resolucio visa proporcionar
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aos alunos experiéncias de aprendizagem significativas para o desenvolvimento do
raciocinio matemadtico e da capacidade de resolucdo de problemas. Tendo em vista o
desenvolvimento da capacidade de comunica¢do matemadtica dos alunos, o trabalho na
sala de aula valoriza o trabalho em grupo e em pares e os momentos de discussdo
colectiva.

A revisdo da literatura e as actuais orientagdes curriculares sugerem uma
estratégia de ensino para levar os alunos a desenvolverem o sentido do nimero racional
deve, nomeadamente: (i) ter como base os conhecimentos que os alunos jia possuem
anteriormente; (ii) enfatizar as inter-relacdes entre os significados parte-todo, quociente,
razdo, medida e operador; (iii) contemplar os diferentes tipos de unidades e a respectiva
construcdo; (iv) promover a flexibilidade na conversdo entre e dentro das vdrias
representacdes de nimero racional (decimal, fragdo, pictdrica, percentagem, reta
numérica e verbal); e (v) tratar a ordenacdo e a comparagdo de niimeros racionais e a
equivaléncia de fragdes antes das operagdes com fragdes.

A organizagdo da unidade de ensino teve também por base o conhecimento
prévio sobre os alunos a quem foi lecionada. A professora da turma ji conhecia os
alunos desde o inicio do 1.° periodo e antes da unidade foi realizado um teste
diagndstico tendo em vista identificar os conhecimentos dos alunos sobre nimeros
racionais. Este diagndstico mostrou que os alunos sabiam usar fracdes unitdrias como
operadores. Contudo, este conhecimento tem um cunho essencialmente numérico,
relacionado com a ideia de divisdo cujo divisor é o denominador da frag¢do unitéria. Os
alunos ndo conheciam a linguagem propria das fra¢des, dizendo “segunda parte” para se
referirem a um meio e “terceira parte” para se referirem a um ter¢o. Além disso,
mostraram algumas dificuldades na compreensio do sistema de numeracdo decimal e na
compreensdo dos numeros racionais na representacdo decimal. Deste modo,
considerou-se necessario dar maior énfase a representacio decimal do que a
inicialmente prevista, procurando clarificar os aspectos essenciais do sistema de

numerac¢do decimal e da ordenacdo dos numerais decimais.

Conjetura de ensino-aprendizagem

Os principios sobre o desenvolvimento curricular apresentados anteriormente e a
literatura sobre o ensino e a aprendizagem dos nimeros racionais levaram a formular a
conjectura de ensino-aprendizagem segundo a qual os alunos desenvolvem a sua

compreensdo e o seu sentido de ndmero racional ao trabalharem em simultdneo as
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vdrias representacbes de niimero racional (com relevo para as fracdes e numerais
decimais) em diferentes significados (com relevo para parte-todo e medida), realizando
tarefas de natureza diversificada (com relevo para as de natureza exploratdria)
envolvendo diferentes tipos de grandezas (tanto discretas como continuas).

Tarefas. Nesta unidade de ensino toma-se como pressuposto que aquilo que os
alunos aprendem na aula de Matemadtica resulta principalmente da actividade que
realizam e da reflexdo que efetuam sobre essa atividade (Christiansen & Walther, 1986).
Assume-se, ainda, que a actividade que tem lugar na aula de Matematica baseia-se
fundamentalmente na realizacdo de tarefas e o desenvolvimento de uma actividade
matematica, rica e produtiva por parte dos alunos deve basear-se em tarefas de natureza
diversificada. A presente unidade de ensino da énfase a diversidade de tarefas, sendo
constituida por exploragdes, problemas e exercicios (Ponte, 2005). Os exercicios sdo
tarefas estruturadas de desafio reduzido que visam sobretudo a consolidacdo de
conhecimentos, os problemas as tarefa estruturadas de desafio elevado que visam a
aplicagdo criativa dos conhecimentos que o aluno ja possui e as exploracdes as tarefas
pouco estruturadas de desafio reduzido que visam sobretudo a constru¢do de novos
conceitos. O professor deve selecionar as tarefas de acordo com os objectivos definidos
para cada aula, tendo em atencdo a sua adequacio aos alunos a que se destina.

As tarefas foram selecionadas tendo em conta os significados parte-todo, razao,
operador, quociente e medida. Os significados que receberam maior atencdo foram
parte-todo e medida, seguindo-se quociente e operador e, por ultimo, o significado
razdo. As grandezas em causa eram tanto de natureza discreta como continua e as
unidades eram simples e compostas. Tal como sugere Gravemeijer (2005), as tarefas
propostas tém, tanto quanto possivel, contextos significativos “para ajudar os alunos a
encurtar o fosso entre o seu conhecimento pessoal e o conhecimento formal da
Matematica” (p. 2) e a construir um novo conhecimento matemaético, sobre o que ja
sabem, para que construam conhecimento com significado.

Representacoes. A estrutura desta unidade de ensino foi concebida tendo em
atencdo que o pleno conhecimento dos nimeros racionais passa pelo conhecimento das
suas diferentes formas de representacio (NCTM, 2007). Os alunos ndo sé devem ser
fluentes a usar as diversas representagdes, como devem ser capazes de passar facilmente
de uma representacdo para outra, bem como ser capazes de decidir a representacdo a

utilizar para resolver um problema.
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As representacdes chave s@o a fracdo e o numeral decimal. No entanto, é
também bastante usada a representacdo pictdrica. Para além disso usam-se numerais
mistos e percentagens. Ao longo de toda a unidade, valorizam-se as estratégias
intuitivas e informais dos alunos, bem como os seus conhecimentos anteriores. Assim,
privilegiam-se os processos informais e as representacdes que os alunos ja conhecem
para a partir dai introduzir, gradualmente, novas representacdes formais de nimero
racional (Kieren, 1988; Webb, Boswinkel & Dekker, 2008). Em particular, a
representagdo dos nimeros racionais, parte de materiais concretos e usa com frequéncia
representagdes pictoricas para que depois os alunos possam chegar a formaliza¢do dos
conceitos matemadticos. Contudo, a introducéo das novas representagdes nao significa o
abandono das representacdes anteriores. Pelo contririo, os alunos devem continuar a
usar as representagdes que jid conhecem, adquirindo flexibilidade para escolher a

representacdo mais eficaz em cada contexto e situag@o.

Planificacio

Planificar o ensino envolve tomar decisdes sobre os contetidos, objectivos de
aprendizagem e as tarefas a propor. Esta unidade de ensino constitui aquilo que Simon
(1995) denomina de trajectéria hipotética de aprendizagem, um caminho de ensino-
aprendizagem constituido, neste caso, por 7 fichas de trabalho organizadas a pensar nas
ideias e processos matematicos que se pretende que os alunos desenvolvam. Todas as
fichas de trabalho t€ém uma caracteristica comum — usar diferentes representagdes e
significados, para que os alunos adquiram flexibilidade na conversdao de mimeros em
vérias representacdes e para que possam trabalhar os diversos significados de nimero
racional de uma forma integrada.

A unidade comega (Ficha 1) com tarefas envolvendo diferentes representagdes
de nimero racional — verbal, pictérica, decimal, fracdo (prépria) e percentagem —
procurando evidenciar as conversdes entre elas. De seguida (Fichas 2 e 3), propde
tarefas na representacdo decimal, em diferentes contextos, para relembrar conceitos ja
trabalhados nesta representacdo durante o 1.° ciclo, como a comparagdo e ordenacao,
onde os alunos mostraram dificuldade no diagndstico. Posteriormente, introduz as
fracdes imprdprias e 0os numerais mistos fraciondrios, como outra forma de representar
nimeros racionais. Nesta altura trabalha-se também a constru¢do de partes e a
reconstrucdo da unidade na representacdo fraciondria (usando fragdes préprias e

improprias) e a percentagem (utilizando a representacdo pictdrica como apoio para que
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os alunos possam visualizar as transformagdes). Esta abordagem inicial, feita ao longo
de 4 blocos de 90 minutos tem como principal objectivo desenvolver nos alunos o
conceito de niimero racional e a no¢do de que estes nimeros podem ser representados
de diferentes formas, desenvolvendo flexibilidade nas conversdes entre e dentro dessas
representacoes.

Numa segunda etapa, de 5 blocos (Fichas 4-7), sdo introduzidas tarefas
relacionadas com partilha equitativa, comparacdo e ordenacdo de nimeros racionais e
equivaléncia de fracdes. A comparacdo de fragdes € um tépico onde os alunos mostram
muitas dificuldades, sendo por isso introduzida pela comparagdo entre pares de fragdes
com numeradores iguais e com denominadores iguais. Pelo seu lado, a ordenacdo é
realizada principalmente a partir de nimeros representados em fra¢do, decimal e
percentagem. Inicialmente, sdo apresentadas fracdes simples que os alunos facilmente
relacionam com as outras representacdes. Seguidamente, é abordada a nocdo de fragdes
equivalentes e, com base nela, é estudada a densidade dos nimeros racionais. Para dar
consisténcia ao trabalho de ordenagdo e comparagdo de nimeros racionais, € introduzida
a recta numérica. Finalmente, a unidade de ensino aborda ainda a percentagem como
operador.

A unidade de ensino € composta por sete fichas de trabalho constituidas por uma
diversidade de tarefas em vdrios contextos, representacdes e significados. Cada uma das
fichas de trabalho tem um conjunto de objectivos definido para a aprendizagem dos
topicos abordados, consistente com esta diversidade e com a hipétese geral de ensino-
aprendizagem. A planificacdo inicial sofreu alguns ajustamentos durante a realizagdo da
unidade de ensino no que diz respeito ao tempo previsto para o desenvolvimento de
algumas tarefas. Esta necessidade surgiu de alguma falta de autonomia dos alunos e de
algumas dificuldades pontuais num ou noutro conceito. O Anexo 1 apresenta uma
planificacdo da unidade, onde constam ainda os tépicos abordados em cada aula, a
natureza das tarefas, o tempo dedicado a resolucdo das tarefas, bem como as

representacdes, significados, grandezas e modo de trabalho usado.

Dinamica da aula

A actividade realizada na sala de aula envolve diferentes modos de trabalho.
Usa-se o trabalho em grupo e em pares tendo em vista proporcionar aos alunos um
ambiente estimulante de partilha e discussdo, mas existem também momentos de

trabalho individual. Deste modo, “os alunos podem assim participar em dois niveis do
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discurso da aula — o colectivo e o que desenvolvem com o seu parceiro de
aprendizagem” (Ponte et al., 1997, p. 94). O didlogo na sala de aula e a interag@o social
sdo utilizados para promover o reconhecimento de conexdes entre ideias e a
reorganizacio do conhecimento (NCTM, 2007).

A aula estrutura-se segundo as trés fases essenciais indicadas por Ponte (2005):
(i) A apresentacio da tarefa e o modo como os alunos a interpretam; (ii)) O
desenvolvimento do trabalho pelos alunos; e (iii) A discussao/reflexao final. Esta dltima
fase € muito importante pois, segundo Bishop e Goffree (1986), é a ocasido mais
apropriada para que sejam expostas conexdes e significados, j4 que um bom momento
de reflexdo pode permitir aos alunos ligar ideias sobre varios temas, mostrando como as
ideias matemadticas sdo interligadas. Os momentos de discussdo constituem, por isso,
oportunidades fundamentais para negociacdo de significados mateméticos e construcio

de novo conhecimento (Ponte, 2005). De acordo com o NCTM (2007),

A aprendizagem com compreensdo poderd ainda ser aperfeicoada através
das interacdes na turma, a medida que os alunos sugerem ideias e
conjecturas matemdticas, aprendem a avaliar o seu proprio raciocinio € o
dos colegas, e desenvolvem capacidades de raciocinio Matematico.
Como tal, cada tarefa culmina sempre com um momento de discussdo
colectiva, como forma de reflectir, discutir ideias, processos e conclusdes

(p. 23).

Os momentos de discussdo das tarefas sdo também importantes para o
desenvolvimento da comunicagdo, uma das trés capacidades transversais indicadas no

novo Programa de Matemdtica (ME, 2007).

Avaliacio dos alunos

A avaliag¢@o dos alunos nesta unidade de ensino usa diversos instrumentos. Na
concepg¢do da unidade foi considerada a avaliacdo de diagndstico, de forma a identificar
os conhecimentos anteriores dos alunos. No decorrer da unidade foi utilizada uma
avaliacdo formativa tendo em vista apoiar o progresso dos alunos, diagnosticando
problemas e insuficiéncias na sua aprendizagem e no seu trabalho (ME, 2007). Para isso
foram considerados (i) as apresentacdes e discussdes orais das tarefas bem como (ii) as
producdes escritas dos alunos da resolug@o das tarefas. No final da unidade, foi tido em

conta o teste escrito final de cada aluno, o seu desempenho no decorrer da unidade e
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ainda, no dominio das “atitudes e valores”, o seu empenho na aula, participacdo oral,

capacidade de argumentacio, realizacdo de trabalho de casa e comportamento.

A realizacao da unidade de ensino

A unidade de ensino decorreu em Janeiro-Fevereiro de 2010, num total de 12
aulas de 90 minutos. A professora da turma, um dos autores desde artigo, lecionava
Matematica, Ciéncias da Natureza, Estudo Acompanhado e Formagao Civica aos alunos

desde o 1.° periodo, sendo além disso, a directora de turma.
Alguns momentos de trabalho
Apresentamos aqui alguns momentos de algumas aulas, que ilustram aspectos

dos processos de trabalho e das aprendizagens dos alunos.

Ficha de Trabalho 1

1. Encontra trés tiras de papel geometricamente iguais. Dobra-as em partes iguais:

- a primeira em duas;
- a segunda em quatro;
- a terceira em oito.

Depois de dobrares cada uma das tiras, representa de diferentes formas as partes obtidas.

2. Compara as partes das trés tiras obtidas por dobragem. Regista as tuas conclusdes.

Na questdo 1 é dado o “todo” (uma tira de papel) e € pedido aos alunos que
representem trés partes diferentes. E uma situagio contextualizada, com grandezas
continuas que envolve o significado parte-todo. A informacdo é dada na representacdo
pictérica e a resposta pode ser dada nas representacdes verbal, decimal, fragdo ou
percentagem. Os alunos mostram alguma dificuldade em interpretar o enunciado, pelo
que arealizacdo desta questdo € antecedida por um momento de discussdo colectiva.

Na sequéncia desta discussdo, todos os grupos conseguem dar as suas respostas
nestas cinco representacdes. Na terceira tira, todos os grupos usam corretamente a
representacdo verbal, a fracdo, o quociente e a percentagem, mas, em geral, mostram
dificuldades na representacdo em numeral decimal, principalmente devido a dificuldade

em determinar a metade de 0,25 (Figura 1).
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Figura 1 — Resposta de Leonor, Rui, Henrique e Tiago a questio 1.

A questdo 2 pede aos alunos que relacionem entre si as trés partes obtidas na
questdo anterior. E uma situacio contextualizada, nos significados parte-todo e medida,
com grandezas continuas, sendo informagdo dada na representacdo pictérica. Na
resposta ndo é pedida uma representacdo especifica, sendo, contudo, expectdvel que os
alunos usem as representacdes obtidas na primeira questdo. A resolucdo desta questdo é
também precedida por uma negociacdo do trabalho a desenvolver, pois os alunos

mostram dificuldade em compreender o que é “estabelecer relacdes”, comparando as

. . . . . 1 1
partes obtidas. Assim, a professora pega nas duas primeiras tiras (E e Z) e pede aos

. 1 1 c
alunos que as comparem. Alguns concluem visualmente que 2 ¢ metade de S eeste €

entdo o mote para se iniciar o trabalho nos grupos.
Todos os grupos conseguem estabelecer algumas relagdes entre as partes mas sé
alguns conseguem comparar todas as tiras. Todos os grupos usam apenas a linguagem

verbal para exprimirem essas relagdes (Figuras 2 e 3):

2. Compara as partes das trés tiras obtidas por dobragem. Regista as tuas conclusoes.

AAT3 o daba da 3>

pt= Q ﬁ%C‘*JJ\u‘("(} do3-e

P"%'V £ a qu ote. \(ﬂod\b. Yo |

Qo

Figura 2 — Resposta Mariana, Elsa, Alexandre e Leonardo a questio 2.

Figura 3 — Resposta de André, Francisco, Rodrigo e Miguel a questdo 2.
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Na discussdo desta questdo a professora pede a cada grupo que indique uma das
relacdes que encontrou. Como os alunos sé conseguem usar a representacdo verbal, a

professora pede que completem com a linguagem matemadtica:

Daniel: A relagdo entre o primeiro e o segundo, é que o segundo é
metade do primeiro.

Professora: Como € que eu posso escrever isso utilizando nimeros?
Como € que eu fago a metade?

André: Dividir por dois.

Rui: Um de quatro € igual a metade a dividir por dois.
André: A b € o dobro da c.

Professora: Como € que eu escrevo isso?

André: Um de quatro € o dobro.

Professora: Como € que € o dobro?

André: Duas vezes...

Professora: Duas vezes o qué?

André: Um trago oito.

Professora: Um oitavo. Um quarto € o dobro de um oitavo.
Alexandre: O primeiro € o dobro do segundo.
Professora: Como € que eu escrevo isso?

Alexandre: Um meio € o dobro de... Um sobre quatro.

e —. Contudo,

I
© I~

. ~ 1
Os alunos conseguem encontrar diversas relacdes entre p

exprimem-nas em linguagem verbal e mostram grandes dificuldades em representa-las
utilizando linguagem matemadtica, o que € natural por se tratar da primeira aula de

ensino formal deste topico.

Ficha de Trabalho 4

Tarefa 1
Questao 1

1.1.Quatro amigos foram a um restaurante e pediram tr€s pizas. Dividiram igualmente as trés

pizas. Que parte da piza comeu cada amigo?

1.2.Cada amigo comeu mais que uma pizza ou menos que uma piza? Explica o teu raciocinio.
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Questao 2

2.1. Se em vez de quatro amigos fossem oito amigos, pedissem trés pizas e as dividissem
igualmente, que parte de pizza comeria cada um?

2.2. Cada amigo comeu mais que uma piza ou menos que uma piza? Explica o teu raciocinio.
Questao 3

Em qual dos grupos anteriores, o de quatro amigos (Questio 1) ou o de oito amigos (Questdo 2),
cada amigo comeu mais piza? Explica o teu raciocinio.

A questdo 1 é uma situagdo contextualizada e envolve grandezas continuas no
significado quociente. E pedido aos alunos que partilhem equitativamente trés pizas por
quatro amigos e que depois comparem a quantidade que cabe a cada um com a unidade.
A informacdo é dada verbalmente e ndo sdo dadas informacdes sobre a representacio a
utilizar na resposta.

Os alunos mostram-se muito entusiasmados e motivados na resolucdo desta
questdo e tentam dar “explica¢des” o mais completas possivel. Comecam por desenhar
as trés pizas, mas depois alguns ndo conseguem repartir as pizas pelos quatro amigos,
nessa altura a professora sugere-lhes que atribuam nomes as fatias e a maioria dos
alunos consegue resolver o problema, utilizando a representa¢do pictdrica, como se vé

na resposta de Rui (Figura 4):

Figura 4 — Resposta de Rui a questio 1.1.

Durante a discussao colectiva da tarefa os alunos mostram-se bastante confiantes

na sua resolucdo explicando com clareza a forma como pensaram:

Leonardo: Entdo nds fizemos trés pizas e dividimos...
Professora: Em quantas partes?

Leonardo: Em quatro.

Professora: E agora?

Leonardo: E depois contdmos as “pizas” (partes) que cada um comeu.
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Leonardo explica que no seu grupo comecaram por “fazer” as trés pizas e depois
dividiram-nas em quatro partes iguais. Os restantes alunos usam a representacdo
pictérica para resolver esta tarefa. Contudo, ndo ficam apenas por esta representacio,

avancando com a representacdo em fragdo baseada nessa representagdo pictorica:

Professora: E depois fizeram mais alguma coisa?
Leonardo: Sim, fizemos contas.

Professora: Que contas fizeram?

Leonardo: Fizemos um sobre quatro...
Professora: Um quarto...

Leonardo: Vezes trés € igual a trés quartos.

1
Alguns alunos apresentam a parte que cada um come como produto PRe 3,

revelando aqui um conhecimento intuitivo a partir do conhecimento dos nimeros
inteiros, uma vez que ainda nao trabalharam formalmente a multiplicacdo entre nimeros
racionais e nimeros inteiros. Outros alunos, como Amélia e Leonor que trabalham

juntas durante toda a unidade de ensino, partem directamente da figura, revelando

c 1 . A
compreender também que cada parte representa n da piza e, por consequéncia, se cada

R . D 3 . c N
um come trés fatias, significa que come n da piza. Apesar de também recorrer a

representacdo pictoérica, Daniel partilha as pizas de uma forma diferente dos restantes

colegas (Figura 5):

1.1.Quatro amigos foram a um restaurante e pediram trés pizas. Dividiram igualmente
as trés pizas. Que parte da piza comeu cada amigo?
Ve

Figura 5 — Resposta de Daniel a questdo 1.1

Daniel: Oh professora, eu tenho outra solugéo.
Professora: Sim, entdo diz 14 a tua solugo.

Daniel: Desenhamos 3 pizas e depois dividimos em 8 partes. Depois o A
come a metade, depois o B também come outra metade, o C come outra
metade, o D come outra metade. Depois o A come mais duas fatias, e
depois é sempre assim cada um come mais duas fatias.

Varios alunos da turma: Pois é, também dava assim. Era a mesma coisa.
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O aluno divide a figura em oito partes e, se inicialmente se podia pensar que
usava essa divisdo para distribuir a piza pelos quatro amigos, isso ndo se veio a verificar
pois consegue abstrair-se dessas divisdes e usa outras equivalentes e mais simples.
Daniel, comeca por dizer que cada um come metade de uma piza, nao utiliza a divisdo

em oito partes, e s6 usa essa divisdo quando diz que na ultima piza cada um come mais

. . . 1
duas fatias. Contudo, no momento seguinte, representa essas duas fatias por "

Professora: Entdo e agora como € que eu posso representar isto?

Luis: Trés de quatro.

A questdo seguinte pede aos alunos que comparem a parte comida por cada
amigo com a unidade. Alguns deles usam o conhecimento intuitivo e o sentido prético

do dia-a-dia para responder a questdo:

Professora: Cada amigo comeu mais que uma piza ou menos que uma
piza?

Turma: Menos.
Professora: Menos, porqué Leonor?

., 3 . . . 4
Leonor: POI'qllC eles comeram sé Z € uma p1za inteira tem Z

André: Oh professora e ndo é s6 isso, vé-se logo porque se ha 3 pizas
eles sdo 4 ndo dd para comerem mais do que uma unidade.

Estes alunos comparam o todo e a parte, ou seja, percebem que o todo tem
quatro partes mas cada amigo sé come trés dessas partes. Podemos dizer que
transformam a unidade numa fracdo de numerador e denominador quatro e depois
comparam apenas os numeradores.

A questdo 3 pede aos alunos que comparem as partes obtidas em cada uma das
~ . 3 3, & . o .
questdes anteriores (Z e g). E igualmente uma situagdo contextualizada com grandezas

continuas, mas envolvendo o significado medida. Nas questdes anteriores houve
oportunidade de comparar fragdes com denominadores iguais e esta questdo envolve
uma comparagdo entre fracdes com numeradores iguais e denominadores diferentes. Na

sua discussdo comecou-se por estabelecer a relacio entre o tamanho da parte que cabe a

. . ~ 3 3
cada amigo nas duas situagdes (Z e g):
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Professora: Qual a diferenca entre aquilo que cada um come no primeiro
caso e no segundo caso? O que é que se alterou?

Amélia: Foi que ficou partido em mais partes.
Professora: E o que € que aconteceu a cada parte?
Alunos: Ficou mais pequenino. Ficou a metade.

. .3, 3
Leonor: Pois € 3¢ metade de Z!

Professora: Quer dizer que cada um passou a comer que parte daquilo
que comiam no primeiro caso?

Alunos: A metade.

Professora: Pois porque nés duplicimos o nimero de amigos, logo cada
um teve de partilhar cada fatia com outro.

c < e 3, 3
Os alunos, através das perguntas que lhes sdo feitas, referem que 3¢ metade de "

porque, como justificam, cada parte passa a ser metade da anterior. Verifica-se que esta
situacdo apresenta um contexto para eles significativo, sendo os préprios alunos que

deduzem a relacdo em causa.

Balanco da unidade

Comecando pela evolugdo global, devemos referir que, na primeira aula os
alunos trabalham em grupo mas evidenciam muitas dificuldades no seu relacionamento
interpessoal, sem conseguir distribuir tarefas e respeitar o tempo e o espago uns dos
outros. Em consequéncia, a professora sente necessidade de intervir com muita
frequéncia para ajudar a ultrapassar conflitos dentro dos grupos e a concentracdo dos
alunos na tarefa proposta fica aquém do esperado. Mesmo assim, os alunos atingem os
objectivos previstos para esta aula. Note-se que alguns alunos tém nocdo desta
dificuldade da turma, como Leonor que, na primeira entrevista, refere preferir trabalhar
“sozinha ou com o colega do lado”. A constatacio desta dificuldade leva a privilegiar o
trabalho em pares, opcdo que se revela positiva, pois melhora bastante o ritmo de
trabalho da turma e o empenho dos alunos que, de um modo geral, se mostram bastante
cooperantes com o colega de mesa. Na entrevista final, Leonor comenta do seguinte
modo o trabalho em pares: “conseguia aprender mais com a minha colega, ela também

ouvia o que tinha para lhe dizer e depois partilhdvamos”.
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Desde o inicio do ano lectivo que, nas aulas de Matematica, se faziam momentos
de discussdo colectiva das tarefas. No entanto, nesta unidade estes momentos recebem
uma énfase especial, registando-se uma significativa evolu¢do nos alunos. Inicialmente,
estes mostram-se inibidos de intervir, mesmo quando tém uma resolucio diferente da
apresentada no quadro. Nao tentam discutir nem procuram expor a sua resolucio,
esperando que seja a professora, como autoridade matemdtica, a dar o veredicto final
sobre a correcio da resolugdo apresentada. Como a professora se retira
progressivamente desse papel, os alunos assumem-no a pouco e pouco. No inicio, t€ém
dificuldade em fazer generalizacdes e ndo conseguem mobilizar argumentos para
defender as suas ideias, o que se prende com outra dificuldade — organizar dados e
apresentar uma justificacio por escrito do seu raciocinio. Os alunos t€ém a concepcdo de
que em Matemdtica ndo € preciso escrever, apenas fazer contas. Isso acaba também por
influenciar as discussdes orais, porque muitas vezes ja ndo t€m presente todos os
pormenores da sua resolucdo das tarefas. A determinada altura, esta situagdo altera-se
completamente e todos os alunos querem participar e apresentar a sua resolu¢do, mesmo
que ja tivesse sido apresentada uma resolucdo semelhante por outro colega. Nas
discussdes colectivas, verifica-se ainda um efeito bastante positivo das tarefas com
contextos significativos para os alunos, levando-os a ser muito mais participativos e
gerando discussOes bastante mais ricas. Gradualmente, a qualidade das discussdes
colectivas vai melhorando e, no final, as intervencdes dos alunos ja sdo bastante mais
claras, usando melhores argumentos e uma melhor gestdo do tempo. Os alunos
apreciam muito as discussdes colectivas, pois, como refere Leonor na entrevista final,
estas sdo “interessantes porque assim famos saber aquilo que os outros pensavam
também. As vezes havia resolugdes diferentes daquilo que nés tinhamos feito”.

Os momentos de introdug@o das tarefas e de trabalho dos alunos em pares
também melhoram visivelmente ao longo da unidade de ensino. Nas primeiras aulas, a
professora tenta introduzir as tarefas sem discutir com os alunos o se pretende, mas
rapidamente verifica que estes tém muita dificuldade em interpretar alguns enunciados e
em formular conjecturas. S6 avancam para a resolucdo efetiva das tarefas quando tém
uma boa no¢do do que t€m de fazer e do caminho a seguir, pelo que é necessdrio
prolongar um pouco mais o momento de introducdo das tarefas, com a discussdo dos
enunciados. Durante a unidade de ensino, a medida que os alunos jd se sentem mais a
vontade com os temas abordados, comecam a ter mais iniciativa e formular cada vez

mais conjecturas, nomeadamente quando trabalham em pares. Isso conduz a uma maior
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eficiéncia neste momento da aula, tendo diminuido consideravelmente a quantidade de
ddvidas apresentadas e permitindo a professora acompanhar melhor o trabalho de todos.
Apesar das dificuldades inicialmente apresentadas, a evolug¢do dos alunos tanto na
forma de abordar as tarefas como na forma de as resolver, comunicar e discutir as
resolugdes é muito significativa.

Analisando a evolug¢do nas aprendizagens relativas aos ndimeros racionais,
devemos referir que, na primeira ficha de trabalho os alunos mostram alguma
dificuldade na leitura e interpretagdo do enunciado, mas acabam por encontrar
resolugdes muito interessantes, usando uma diversidade de representagdes. De registar,

também, as relacdes que, usando tiras de papel, de um modo informal, encontram entre
1

2

]

% e %. A segunda ficha surge das dificuldades que os alunos apresentam no
diagndstico, ao confundir décimas e centésimas, revelando alguma incompreensdo do
sistema de numeracio decimal e, por consequéncia, tendo dificuldade na ordenacdo dos
numerais decimais. Os alunos t€ém aqui oportunidade de relembrar a construgdo da
unidade a partir das partes, para ordenar e decompor decimais. Mobilizam
conhecimentos adquiridos na ficha anterior e conseguem representar virios nimeros na
forma decimal, em fragdo e em percentagem.

A terceira ficha proporciona um trabalho interessante na aula, sendo a primeira
vez que os alunos se deparam com ndmeros racionais maiores que a unidade,
representados pictoricamente € em fracdo. Inicialmente, mostram-se um pouco
desmotivados, sem perceber que o denominador diz respeito ao nimero de partes de
cada unidade. Mas, através de um exemplo concreto (magds em representacdo

pictérica), compreendem, por exemplo, que 5 magds t€m 10 “metades”, o que
. . R ~ 10 o

facilmente associam a fracdo Py O mesmo acontece com os quartos, dividindo

pictoricamente cada maca em 4, concluindo, por comparagdo com o caso anterior, que

20 2 . - . ~ .
sao : E interessante verificar como esta situacao concreta a]uda os alunos a

reestruturar o seu pensamento, levando-os a compreender melhor que o denominador

diz respeito ao nimero de partes em que cada unidade estd dividida. Isso confirma-se
. . R o ~ 4
mais adiante quando os alunos tém de representar pictoricamente a fragdo 3¢ alguns

referem ter de desenhar duas barras, pintar uma barra completa e ainda uma parte da
segunda barra. A maioria dos alunos mostra compreender que uma fra¢do improépria é

maior que a unidade e consegue representd-la pictoricamente e em fragdo. No entanto,
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bastantes alunos mostram ainda alguma dificuldade na resolugdo de problemas
envolvendo fracdes improprias.

Um episddio interessante desta unidade de ensino verifica-se na quarta ficha,
onde se esperava que os alunos tivessem dificuldade em repartir 3 pizas por 4 pessoas.
Contudo, eles conseguem resolver este problema pictoricamente no significado
quociente. Revelam aqui bastante empenho e interesse, atribuindo significado ao

contexto dos problemas. Esta ficha também proporciona uma discussdo interessante
~ . . 9 . . 3 ~
sobre fracdes equivalentes. Quando um aluno diz que 5 ¢a igual a o> Os restantes sao

levados a reorganizar as 12 tampinhas de forma diferente concluindo que podemos ter
um todo repartido de vérias maneiras, mas representando a mesma quantidade. Regista-
se aqui um ponto de viragem no trabalho dos alunos, que passam a revelar mais espirito
critico e a esforcar-se mais para justificar e explicar as suas ideias e resolugoes.

A quinta ficha é dedicada ao trabalho sobre fragdes equivalentes e a densidade
dos nimeros racionais. Os alunos comecam por pensar que a seguir a um dado nimero
racional vem outro nimero racional, mostrando dificuldade em compreender a
propriedade da densidade. Contudo, surpreendem pela forma como decompdem
diversas fragdes, usando informalmente as operagdes de adicdo e multiplicacdo. A sexta
ficha introduz a recta numérica. Os alunos conseguem marcar com facilidade na recta os
pontos pedidos e relaciona-los com as distancias percorridas numa corrida. Conseguem
igualmente usar a fracdo como operador para calcular partes de um dado percurso. A
sétima ficha propde tarefas de conversdo entre as vdrias representacdes de nimero
racional (decimal, fracdo e percentagem) e problemas onde a percentagem surge como
operador, mostrando os alunos um bom desempenho. No que respeita a utilizacdo de
percentagens como operadores, verifica-se que tém melhor desempenho nas

percentagens de referéncia (25%, 50% e 75%) que relacionam com as fragdes.
A avaliacao da unidade de ensino

Tal como referimos, foram realizados dois testes a turma, um de diagndstico e
outro no final. Trata-se, em ambos 0s casos, de testes que envolveram uma preparagdo
cuidadosa, como instrumentos de avaliagdo das aprendizagens. No entanto, os testes ndo
sdo compardveis, uma vez que os itens do teste de diagndstico sdo, de um modo geral,

mais faceis, que os do teste final.
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Os itens usados nos testes podem ser agrupados em quatro categorias (Tabela 1).
Os itens de representagdo incluem questdes envolvendo diversas representacdes (verbal,
decimal, fracdo, pictérica e percentagem). Pelo seu lado, os itens relativos a
comparagdo, ordenagdo e equivaléncia de fracdes fazem intervir estas nogdes, usando

sobretudo as representagdes decimal e fraciondria.

Tabela 1: Desempenho dos alunos no teste diagndstico e no teste final

Teste Diagndstico Teste Final
o N.° de respostas % de N© de N.° de respostas % de
Tipo de Questdo . © correctas na respostas N correctas na turma  respostas
itens ite
turma (n=21) correctas (n=21) correctas
Representacdo 19 219 55% 15 240 76%
Comparagdo 9 74 40% 10 133 63%
Ordenagdo 6 38 30% 7 99 67%

Equivaléncia de
Fragdes

2 4 12% 2 28 67%

Observando os resultados dos dois testes, verifica-se que em ambos os casos 0s
alunos obtém maior sucesso nas tarefas envolvendo a representagdo de nimeros
racionais. Nestas questdes os alunos t€ém melhores resultados nas questdes associadas a
representagdes pictdricas (no teste diagndstico, a percentagem de respostas corretas
varia entre 0% e 86% e, no teste final, entre 62% e 90%) e piores resultados nas
questdes que pedem para usar exclusivamente fragdes (no teste diagndstico, a
percentagem de respostas corretas varia entre 0% e 57% e, no teste final, entre 38% e
86%). As melhores prestacdes verificam-se no significado parte-todo (no teste
diagndstico, a percentagem de respostas corretas varia entre 0% e 86% e, no teste final,
entre 62% e 90%).

No teste diagndstico, os alunos mostram niveis de desempenho mais baixos nos
itens relativos a comparacdo e ordenagdo de niimeros racionais (na forma decimal e
fracdo) e equivaléncia de fragcdes, o que € natural pois trata-se de assuntos que ja
estudaram ha bastante tempo e de modo possivelmente superficial ou nunca estudaram.

No teste final, os resultados sdo satisfatérios em todas as categorias de itens. A

percentagem de respostas correctas nas diversas categorias ndo oscila muito (minimo de
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63% e maximo de 76%), traduzindo de algum modo as caracteristicas da turma, onde
1 . o -
cerca de 3 dos alunos tem bastante dificuldade em Matematica. Verifica-se um aumento

mais significativo na percentagem das respostas correctas nos itens envolvendo
ordenagdo e equivaléncia de fracdes, o que também é natural dado que s6 agora os
alunos estudam formalmente estes topicos.

Fizemos uma andlise mais fina para tentar perceber a razdo por que os alunos
erraram algumas questdes do teste final que, previsivelmente, poderiam ter respondido
dado o seu desempenho no teste diagnostico. Por exemplo, a questdo 2 do teste
diagndstico e a questdo 5 do teste final pedem aos alunos que representem
pictoricamente um todo a partir de uma dada fracdo. Mas enquanto o teste diagndstico
pede que representem o todo partindo de uma frag@o prépria unitdria, o teste final pede
que representem o todo a partir de uma fragdo imprdpria, questdo que tem um grau de
dificuldade muito superior. Durante a unidade de ensino vdrias vezes os alunos
manifestam dificuldades na representacdo de fragdes imprdprias e alguns alunos ndo
conseguem superar essa dificuldade, pelo que podemos considerar os resultados do teste
final bastante positivos.

Outro exemplo € o item 15 de ambos os testes, que pede aos alunos para
completar pictoricamente um todo a partir de uma dada percentagem. No teste
diagndstico 81% dos alunos acertam e no teste final s6 62% o conseguem. No entanto,
no teste diagndstico a percentagem apresentada é 20%, sendo possivel obter o todo
através da iteracdo desta parte. No teste final, a percentagem apresentada ¢ 80%, o que
implica que os alunos tém de partir primeiro essa parte numa mais simples, para depois
a iterar e obter o todo, e alguns apresentam dificuldade em dar o primeiro passo.

No fim da unidade de ensino, os alunos revelam muito maior a vontade na
ordenacdo de numerais decimais do que no inicio, o que sugere que a decisdo de
introduzir muito cedo uma ficha quase exclusivamente dedicada ao trabalho com
numerais decimais foi acertada, tal como a decisdo de usar as diversas representacdes
em simultaneo, verificando-se que os alunos melhoram bastante a sua compreensiao do

sistema de numeragdo decimal.
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Conclusao

A unidade de ensino proporcionou importantes aprendizagens aos alunos. O
trabalho com representacdes multiplas ajudou-os a desenvolverem a sua capacidade de
converter informagdo de uma representacio para outra. A valorizagdo da representagdo
pictérica revelou-se importante para que eles desenvolvessem as suas estratégias
informais, com compreensdo, na resolucio de problemas. O facto de as fracdes terem
sido trabalhadas em estreita ligagdo com as representacdes decimal e pictdrica ajudou a
promover a sua compreensdo por parte dos alunos. O trabalho num plano secundario
com as percentagens, em ligagdo com as representacdes em fracdo e decimal, revelou-se
util para o desenvolvimento da compreensdo desta representa¢do e da capacidade de
converter representacoes.

O facto de se terem usado tarefas de natureza diversificada constituiu também
uma opcdo apropriada. As tarefas exploratorias, em destaque nas fichas 1, 3, 4 e 5,
ajudaram os alunos a desenvolver novos conceitos € uma compreensio mais
aprofundada das diferentes representagdes. Os problemas ajudaram os alunos a
compreender melhor o0 modo de usar os conceitos relativos aos nimeros racionais numa
diversidade de situagdes. Finalmente, os exercicios frequentes ajudaram a consolidacdo
de conceitos e ao dominio das diferentes representagdes.

A valorizacdo do significado parte-todo foi essencial para o desenvolvimento da
sua compreensido por parte dos alunos, que niao tinham estudado anteriormente este
aspecto do ndmero racional. A valorizagio do significado medida foi importante dado o
foco na comparacio e ordenag¢@o de nimeros racionais. O uso dos restantes significados,
embora de modo mais secunddrio, parece ter ajudado a uma melhor compreensdo por
parte dos alunos e o equilibrio entre situacdes de natureza discreta e continua pareceu
adequado ao desenvolvimento da compreensdo dos nimeros racionais.

Os modos de trabalho usados nas aulas — introducdo das tarefas com alguma
discussdo, trabalho em pares e discussdes colectivas com sintese final — revelaram-se
apropriados as caracteristicas dos alunos e promotores da aprendizagem. E de notar que
a planificacdo inicial envolvia maior €nfase no trabalho em grupo do que em pares,
tendo este aspecto sido alterado na sequéncia da forma como correu a primeira aula.

No fim da unidade de ensino, os alunos revelam ainda algumas dificuldades e
incompreensdes, em especial quando intervém fragdes imprdprias. Os alunos mostram

ainda dificuldade na compreensdo da densidade dos nimeros racionais, um ponto
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reconhecidamente de dificil compreensdo (Monteiro & Pinto, 2007). A questdo que se
poe € a de saber se estas questdes devem ser trabalhadas mais intensamente nesta fase
ou deixadas para mais tarde. Outros aspectos podem ser igualmente reponderados, no
que respeita sobretudo ao momento em que se trabalham os vérios topicos: hd vantagem
em introduzir mais cedo a equivaléncia de fragdes (Post et al., 1985)7 Que beneficios e
que inconvenientes podem resultar da introdug@o mais cedo da recta numérica (Bright et
al., 1998)? Serd de dar maior importdncia j4 nesta fase ao significado razdo
(Charalambous & Pitta-Pantazi, 2007)?

Deste modo, a realizacdo desta unidade de ensino traduz-se essencialmente em
dois resultados: (i) por um lado, a evidéncia (qualitativa e quantitativa) que a unidade de
ensino, com a orientacdo assumida, serviu de base a importantes aprendizagens dos
alunos, sustentando globalmente a conjectura de ensino aprendizagem formulada; e (ii)
por outro lado, a formulacdo de questdes para investigacdo futura, que permitem
construir alternativas tendo em vista ultrapassar os aspectos em que as aprendizagens

dos alunos ficaram ainda aquém do esperado.
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Planificaciio da Unidade de Ensino’

Anexo 1

Aulas previstas: 10 blocos de 90 minutos

Fichas de P i . Natureza das ~ s o Modo de | Duracio
Tépicos Objetivos/Capacidades a desenvolver Representacdes | Significados | Grandezas A
Trabalho/Testes p ] p tarefas p ¢ g trabalho | em min.
Nogio e representacdo
s . P L ¢ Parte-todo,
de nimero racional. Percentagem, .
- medida, .
Teste de Comparagio e . . . . . Problemas e numeral X Continuas ..
Ll s = P Diagnosticar o conhecimento dos alunos sobre antes da unidade de ensino. . . < quociente, . Individual 45
Diagnéstico ordenacdo de niimeros exercicios decimal, fracdo, operador o e discretas
racionais. Fragoes pictérica perad
. razio
equivalentes.
Conceber e por em pritica estratégias de resolu¢do de problemas;
N Representar sob a forma de fracdo, numeral decimal e percentagem um nimero Tarefas d Percentagem. Parte-todo
. 0¢do e representaciao i 5 ivor arefas de ? . ’ P
Ficha de trabalho 1 d §40 ¢ represe §l racional nio negativo; 1 = numeral medida e Continuas | Em grupo 90
© NUMEro racional. Comparar nimeros representados de diferentes formar; exploracdo decimal e fragdo razio
Identificar e dar exemplos de fragdes equivalentes;
Compreender e usar um nimero racional na relacéo parte-todo, razdo e medida.
Nogdo e representacio Compreender e usar um nimero racional como parte-todo, medida e operador:
de nimero racional Comparar e ordenar niimeros racionais representados na forma de numeral Exercicios Percentagem. Parte-todo. c
. = : imal- ; ? . ’ ontinuas
Ficha de trabalho 2 Comparagdo e decimal; (questdes 1-4) numeral medida e o discretas Em pares 90+45
ordenagdo de nimeros Reconstruir a unidade a partir das suas partes; e problemas decimal e fragdo operador ; ;
racionais. Ler e escrever na representacao decimal e relacionar diferentes representagdes (questdes 5-8)
de racionais ndo negativos.
Compreender e usar um nimero racional como parte-todo, operador e medida;
Nogdo e representagio Reconhecer fragdes que representam niimeros maiores do que a unidade; Tarefas de Percentagem,
de ntimero racional. Escrever fragdes impréprias na forma de numeral misto fraciondrio; exploragio numeral Parte-todo. )
Fi ~ " PRSI (questdes 1, 2, decimal, . ’ Continuas
icha de trabalho 3 Comparacio e Comparar nimeros racionais; N medida e . Em pares 45+90
= P . . . . 3,5e6)e pictérica e e discretas
ordenagdo de nimeros Reconstruir a unidade a partir das suas partes; L A operador
Lo . . . exercicios numeral misto
racionais. Reconstruir as partes a partir da unidade: = S
(questdo 4) fraciondrio

Compreender e utilizar um nimero racional nas representagdes: numeral
decimal, numeral misto fraciondrio, percentagem e pictdrica.

* As fichas de trabalho 1, 3 ¢ 7 contém tarefas adaptadas da brochura para o 2.° ciclo elaborada a pedido da DGIDC (Menezes et al., 2008) para apoiar a aplicacdo do novo Programa de
Matemdtica e a sua realizacdo seguiu as recomendagdes sugeridas pelos autores. A ficha 2 € baseada na brochura Cadeia de Decimais, publicada pela ESE de Lisboa (Monteiro et al., 2006). As
fichas 3, 4, 5 e 6 contém tarefas adaptadas da brochura Desenvolvendo o Sentido de Niimero Racional (Monteiro & Pinto, 2007).
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Nocdo e representagido

Tarefas de

do nimero racional. . Compreende.r € usar um nimero r~acional como quociente, E)perador e medida; exploiagao Percentagem, )
Ficha de trabalho 4 Comparagio ® Recorrer a dlfere.ntes representagdes para representar um niimero racional; (questdo 1), numeral Quociente, Coptl’nuas Em pares 90445
ordenagao de niimeros ® Reconstruir a unidade e as partes; ) ) problf:mas decimal, fragdo, operaQor e e discretas :
racionais. Fragdes e Comparar uma grandeza com out.ra t(?mada como umdade.de medida; (qllf?Sta,O .2) € pictérica medida
equivalentes. e Comparar e ordenar nimeros racionais representados de diferentes formas. exercicios
(questdes 3-7)
e Compreender e usar um nimero racional como relagdo parte-todo, medida,
razdo e operador;
Nogdo e represe.ntagﬁo e Identificar e dar exemplos de fragdes equivalentes a uma dada fragdo e Tarefas de
de nimero raflonal. escrever uma fracdo na sua forma irredutivel; exploragdo Parte—.todo, )
Ficha de trabalho 5 Corr~1p aragao e ®  Reconstruir as partes (questdes 1-4) Fragdo medida, Continuas ) pares 45+90
ordeqagag de numeros e Comparar uma grandeza com outra tomada como unidade; e problemas opera(}or e e discretas
racionas. FragGes e Comparar nimeros racionais apresentados sob a forma de fragdo; (questdes 5-9) razao
equivalentes. e Compreender uma relagdo entre duas quantidades referentes a duas partes de
um todo;
e Decomposi¢ao de fragdes.
e Compreender e usar um nimero racional como medida e operador;
Nogao e representagio e Localizar e posicionar na reta numérica um nimero racional ndo negativo
de nimero rafional. representado nas suas diferentes formas; Prob~lemas - .
Ficha de trabalho 6 Compa.ragaf) € e Identificar e dar exemplos de fracdes equivalentes a uma dada fragdo e (questoef .1'2) Fra;ao € Medida e Continuas Em pares 90
ordeqagﬁg de nimeros escrever uma fragdo na sua forma irredutivel; e exercicios decimal operador
racionais. Fracbes ® Recorrer a diferentes representagdes para representar um nimero racional; (questdes 3-6)
equivalentes ® Reconstruir as partes;
e Comparar uma grandeza com outra tomada como unidade.
e Compreender e utilizar um nimero racional nas representagdes: fragdo,
numeral decimal e percentagem; .
Nocgiio e representagio | ®  Identificar e dar exemplos de fracSes equivalentes a uma dada fragdo e EXGrj:lClOS Percentagem, )
Ficha de trabalho 7 de ndmero racional. escrever uma fragdo na sua forma irredutivel; (questdes 1-2) numeral Parte-todoe | Continuas | ¢ pares 90
Percentagem ® Recorrer a diferentes representagdes para representar um nimero racional; ¢ protjlemas decimal e fragio operador e discretas
e Traduzir uma fragdo por uma percentagem e interpretd-la como o nimero de (questoes 3-4)
partes em 100;
e Calcular e usar percentagens.
Nocio e representacio Percentagem, Parte-todo,
Avaliagdo de de ntimero racional. . . . . . Problemas e .numeral < me(%ida, Continuas ..
conhecimentos Comparagio e e Avaliar as aprendizagens desenvolvidas durante a unidade de ensino. exercicios dem.ma’l,.fragao, quociente, e discretas Individual 45
ordenacio. Fragdes pictdrica e operador e
verbal razao

equivalentes.
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