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Resumo: Este artigo analisa os processos de raciocinio em tarefas matematicas de dois alunos do 9.° ano
do Ensino Basico e dois alunos do 2.° ano do Ensino Superior. Debrugamo-nos, também, sobre a repre-
sentacéo e a significagdo, dada a sua estreita relagdo com o raciocinio matematico. Os resultados apresen-
tados tém por base dois estudos de natureza qualitativa e interpretativa que usam diversas fontes de dados.
Estes resultados mostram que o dominio da linguagem algébrica por parte dos alunos do 9.° ano é ainda
insuficiente para resolverem de forma expedita os problemas propostos, o que ja ndo ocorre com os alu-
nos do Ensino Superior. As estratégias iniciais de todos alunos sdo de natureza indutiva. No entanto, uma
das alunas do 9.° ano e os dois alunos do Ensino Superior mostram uma capacidade ja bem visivel para
raciocinar dedutivamente. Os niveis de significagdo variam consideravelmente, tendo diversos alunos
mostrado capacidade de construir ou mobilizar significados relevantes. O modelo de analise que apresen-
tamos, articulando raciocinio, representacdes e significacdo, revelou-se um instrumento promissor para
estudar os processos de raciocinio dos alunos.
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Abstract. This paper analyzes the reasoning processes in mathematical tasks of two grade 9 students and
two second year higher education students. We look also on the representation and sense-making, given
their close relationship with mathematical reasoning. The results presented are based on two qualitative
and interpretive studies, using multiple sources of data. These results show that the domain of algebraic
language by grade 9 students is still not enough to resolve expeditiously the problems proposed, which is
not the case of the higher education students. All students have inductive initial strategies. However, one
of the grade 9 students and the two higher education students show a visible capacity for deductive rea-
soning. The sense-making levels vary significantly, with several students showing their ability to build or
mobilize relevant meanings. The analytical model that we presented, articulating reasoning, representa-
tion and meaning, proved to be a promising tool to study the students’ reasoning processes
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Introducéo

O grande objetivo do ensino da Matematica € o desenvolver a capacidade de ra-
ciocinio dos alunos. Trata-se de um objetivo ambicioso, mas necessario, que justifica o
importante papel da Matemética em todos os sistemas educativos. Os alunos ndo desen-
volvem a capacidade de raciocinio matematico por simples memorizacéo de conceitos,
representacdes e procedimentos rotineiros, que, pelo contrario, os leva a ter uma visao
da Matematica como um conjunto de regras mais ou menos desconexas, € ndo como
uma disciplina logica e coerente (ME, 2007). Para desenvolver esta capacidade é preci-
so trabalhar em tarefas que, por um lado, requerem raciocinio e, por outro lado, estimu-
lam o raciocinio. SO deste modo se pode esperar uma compreensdo efetiva dos conceitos
e procedimentos matematicos por parte do aluno.

A compreensdo dos conceitos ndo se reduz a conhecer a sua definigdo — requer
também perceber o modo como estes conceitos se relacionam uns com 0s outros e como
podem ser usados na resolucdo de problemas. Além disso, a compreensdo dos procedi-
mentos passa ndo so pela sua aplicacdo, mas também por perceber a razdo por que fun-
cionam, como podem ser utilizados e como podem ser interpretados os seus resultados
(NCTM, 2009). Deste modo, ser capaz de raciocinar é essencial tanto para usar eficaz-
mente a Matematica em diversas situagdes, como para a sua propria compreensao
(NCTM, 2007). Para progredirmos na compreensdo do modo de atingir este objetivo,
um passo fundamental é conhecer melhor os processos de raciocinio dos alunos.

Este artigo, entdo, analisa 0s processos de raciocinio de alunos do 9.° ano do En-
sino Basico e do 2.° ano do Ensino Superior em diversas tarefas, com o objetivo de
compreender melhor esses processos, bem como diagnosticar eventuais lacunas no seu
desenvolvimento. Pela sua importancia especial, centramos a nossa atencao nos tipos de
raciocinio indutivo e dedutivo e na justificacdo, como base do processo do raciocinio
matematico. Consideramos igualmente outros processos como a formulacdo de questdes
e conjeturas e o respetivo teste e debrugcamo-nos, também, sobre a representacdo e a
significacdo, dada a sua estreita relagdo com o raciocinio.

Raciocinio matematico

O raciocinio matematico € reconhecido como fundamental por numerosos auto-
res, que sublinham uma variedade de aspetos. Por exemplo, Oliveira (2008) usa a ex-
pressdo raciocinio matematico para referir “um conjunto de processos mentais comple-
X0s através dos quais se obtém novas proposi¢des (conhecimento novo) a partir de pro-
posi¢des conhecidas ou assumidas (conhecimento prévio)” (p. 3). Numa perspetiva 16-
gica, Aliseda (2003) identifica raciocinio matematico com inferéncia dedutiva, caracte-
rizada pela certeza e pela monotonicidade, ou seja, pela existéncia de uma relagdo ne-
cessaria entre premissas e conclusdo e pela irrefutabilidade das conclusées. Numa pers-
petiva mais abrangente, Russel (1999) refere que, na aprendizagem da Matemaética, o
raciocinio € “o que usamos para pensar sobre as propriedades de um determinado objeto



matematico e desenvolver generalizacdes que se apliquem a toda a classe de objetos” (p.
1) e ¢ “a ferramenta para compreender a abstracao” (p. 1). Deste modo, enquanto alguns
autores salientam sobretudo os aspetos l6gicos, outros valorizam mais 0s processos in-
tuitivos, como se formulam novas ideias e se chegam a novas conclusoes.

Raciocinio indutivo e dedutivo

Em Portugal, o raciocinio matematico surge como capacidade transversal no
Programa de Matematica oficial (ME, 2007). Oliveira (2002), ao estudar o raciocinio
do ponto de vista epistemoldgico, identifica quatro grandes tipos: (i) inducéo; (ii) dedu-
cao; (iii) abducéo; e (iv) transformacéo. A discussdo de semelhancas e diferengas entre
0s raciocinios indutivo e dedutivo constitui um ponto de partida para a analise do que
caracteriza o raciocinio matematico e 0s seus processos.

Segundo Polya (1954), a inducdo inicia-se muitas vezes através da observacao, a
partir da qual se desenvolvem conjeturas a testar posteriormente. Este autor refere ainda
outros processos importantes no raciocinio indutivo e que ocorrem frequentemente du-
rante a resolucao de problemas matematicos, nomeadamente a generalizacédo, a especia-
lizacdo e a analogia. Oliveira (2002) sublinha igualmente a estreita relagdo entre analo-
gia e indugdo salientando que “quem induz fa-lo por analogia, i.e., a pessoa infere a
semelhanca das conclus@es a partir da diferenga dos factos” (p. 174). Por outro lado, é
através do raciocinio indutivo que se elaboram conjeturas que podem ser posteriormente
verificadas. Neste sentido, o raciocinio indutivo é heuristico, desenvolvendo-se do par-
ticular para o geral, sem conduzir a conclusdes necessarias, mas com um papel chave na
criacdo de novo conhecimento (OLIVEIRA, 2002).

Por outro lado, o raciocinio dedutivo é caracteristico da Matematica, na qual
ocupa um lugar fundamental. E um raciocinio formal, relacionado com as demonstra-
cOes e a logica. Demonstrar envolve sobretudo encadear assercdes de forma ldgica e
justificar esse encadeamento. Como indica Oliveira (2008), desde que a cadeia de dedu-
cOes esteja isenta de erros, “o raciocinio dedutivo produz conclusdes que sao necessari-
amente validas” (p. 7). O raciocinio dedutivo constitui “o elemento estruturante, por
exceléncia, do conhecimento matematico” (OLIVEIRA, 2002, p. 178), sendo um racio-
cinio légico, desenvolvido do geral para o particular, com conclusfes necessarias e com
um papel essencial na validacéo de conhecimento.

Processos de raciocinio

Os processos de raciocinio incluem a formulacdo de questdes, a formulagéo e
teste de conjeturas e a realizagéo de justificacGes. Tanto as questdes como as conjeturas
podem ser mais especificas ou mais gerais. Um importante processo de raciocinio € a
generalizacdo, que parte de uma conclus@o ou conjetura especifica para formular uma
conjetura de &mbito mais geral.



No 3.° ciclo do Ensino Basico espera-se que a justificacdo se apoie em procedi-
mentos, propriedades e definicdes matematicas, fundamentando as afirmagfes em todas
as atividades realizadas (ME, 2007). E também expectavel que os alunos sejam capazes
de distinguir uma argumentacdo informal de uma argumentagéo formal. Ainda que sem
alcancar o rigor associado a demonstracdo matematica, as justificacdes devem apresen-
tar algumas das suas caracteristicas, sendo mais formais do que em ciclos anteriores. A
explicacdo e justificacdo de conclusdes permitem aos alunos esclarecer o seu raciocinio
(NCTM, 2007). No Ensino Superior, espera-se que tais capacidades estejam mais ama-
durecidas e que os alunos, em especial nos cursos onde a Matematica assume um papel
de relevo, estejam preparados para realizar demonstracdes e compreender a sua impor-
tancia.

O incentivo a justificacdo desde 0s primeiros anos promove a progressao entre
as justificacdes simples e informais e as justificagcdes formais. A formalizacdo e encade-
amento de justificagdes conduzem naturalmente a realizacdo de demonstracfes. Contu-
do, ndo se espera que 0s processos de demonstracdo sejam desenvolvidos desde os pri-
meiros anos de escolaridade de um modo rigorosamente formal. No 3.° ciclo do Ensino
Basico, os alunos devem ser capazes de: (i) formular, testar e justificar conjeturas; (ii)
distinguir entre uma demonstracdo e um teste de uma conjetura; (iii) fazer demonstra-
cOes simples; (iv) identificar e usar raciocinio indutivo e dedutivo; (v) compreender o
papel das definicdes em Matematica; (vi) distinguir uma justificacdo informal e uma
demonstracéo; e (vii) selecionar e usar varios tipos de raciocinio e métodos de demons-
tracdo (ME, 2007).

Para que os alunos se tornem competentes na utilizacdo do raciocinio indutivo e
dedutivo, é necessario que haja espaco para a discussao de conjeturas e afirmacdes ma-
tematicas com o professor e os colegas (NCTM, 2007). Neste nivel de ensino, espera-se
que os alunos estejam familiarizados com processos de raciocinio, como a formulagédo
de uma conjetura, o teste desta conjetura e a apresentacdo do raciocinio utilizado, ainda
que sem o formalismo associado & demonstragcdo matematica (NCTM, 2007).

Os problemas e as tarefas de investigacdo constituem um contexto fundamental
para o estudo do raciocinio matematico, atendendo aos processos usualmente usados na
elaboracdo e teste de conjeturas e na sua justificacdo (PONTE; BROCARDO; OLIVEI-
RA, 2003). Um quadro conceptual para a analise do raciocinio que relaciona estas ideias
encontra-se na Figura 1. O raciocinio indutivo tem lugar sobretudo na formulacdo de
conjeturas gerais a partir de casos especificos, e o raciocinio dedutivo ocorre principal-
mente nos processos de justificacdo. Note-se que 0 raciocinio apoia-se nas representa-
cOes e articula-se com os processos de significacdo (sense making) que consistem em
desenvolver a compreensdo de uma situacdo, contexto ou conceito conectando-o com
conhecimento existente (NCTM, 2009). Por isso discutimos em seguida, embora de
modo breve, estes conceitos.
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Figura 1 - Quadro conceptual para a analise do raciocinio.

Representacoes

Aceder diretamente ao raciocinio matematico dos alunos é, naturalmente, impos-
sivel. Para conhecer minimamente este raciocinio é necessario que os alunos o comuni-
guem, o0 que SO é possivel através de diferentes representaces. Deste modo, como refe-
re o NCTM (2007), somente “ao observar as suas representagdes (dos alunos), os pro-
fessores poderdo conseguir compreender 0os modos de interpretacdo e de raciocinio dos
alunos” (p. 76). Contudo, para além do papel que assumem na comunicagao de racioci-
nios, as representacdes assumem também um papel decisivo na aprendizagem. Como
salienta 0 NCTM (2007), “quando os alunos conseguem aceder as representagdes ma-
tematicas e as ideias que elas expressam, ficam com um conjunto de ferramentas que
aumentam significativamente a sua capacidade de pensar matematicamente” (p. 75). Em
Portugal, um dos objetivos gerais do programa de Matematica do Ensino Basico foca
também a necessidade de os alunos compreenderem e saberem usar diferentes tipos de
representaces (ME, 2007). Este programa destaca igualmente que “as representacoes
matematicas desempenham um papel importante em toda a aprendizagem desta disci-
plina, e o trabalho com os conceitos matematicos mais importantes deve envolver, sem-
pre que possivel, mais do que uma forma de representagdo” (p. 9).

Outros autores defendem também a necessidade do estudo das representacoes.
Por exemplo, Vergnaud (1998) apresenta duas razdes distintas: (i) “todos experimenta-
mos representacfes como um conjunto de imagens internas, gestos e palavras” e (ii) “as
palavras e simbolos que usamos para comunicar ndo se referem diretamente a realidade,
mas a representagdes de objetos, propriedades, relagdes, processos, acdes e construgoes
sobre as quais ndo existe um acordo automatico entre duas pessoas” (p. 167). Pelo seu
lado, Duval (2004) defende ainda que “ndo € possivel estudar os fenomenos relativos ao



conhecimento sem recorrer a nogdo de representagao (...) pois ndo ha conhecimento que
um sujeito possa mobilizar sem uma atividade de representagdo” (p. 25). Similarmente,
Goldin (2008) apresenta os construtos de representacdo, sistemas de representacéo e
desenvolvimento de estruturas de representacdo como componentes essenciais para a
aprendizagem da Matemaética. Por outro lado, Greeno e Hall (1997) sublinham a rele-
vancia das representacdes na sua relacdo com o raciocinio ao referirem que “aprender a
construir e interpretar representacbes envolve aprender a participar nas praticas
complexas de comunicar e raciocinar, nas quais as representaces sdo utilizadas” (p.
361).

As  representagfes  constituem, entdo, um elemento central no
ensino-aprendizagem da Matemética e, consequentemente, no desenvolvimento e
compreensdo dos processos de raciocinio matematico dos alunos. No entanto, o
conceito de representacdo € um conceito complexo que pode ser encarado de diversas
formas. Assim, segundo Goldin (2008) uma representacdo € uma configuracdo que po-
dera, de alguma forma, “atuar no lugar de, ser interpretado como, corresponder a, deno-
tar, descrever, encarnar, codificar, invocar, categorizar, ligar com, mediar, produzir,
referir a, assemelhar, servir como metafora para, significar, substituir por, sugerir ou
simbolizar o que esta a ser representado” (p. 181). Pelo seu lado, Duval (2006) salienta
ainda que os objetos matematicos nunca devem ser confundidos com a sua representa-
cao e refere que este € um dos problemas cruciais da compreensao matematica, na me-
dida em que ndo é possivel aceder a um objeto matematico sem as representacdes, o que
torna ambigua a distingdo entre o objeto representado e a representacdo usada. Duval
(2004) caracteriza também registros semiodticos de representagdo como constituindo “a
margem de liberdade de um sujeito para objetivar ele mesmo uma ideia ainda confusa,
um sentimento latente, para explorar as informac@es ou, simplesmente, para as comuni-
car a um interlocutor” (p. 30).

Duval (2004) encara as representacdes semidticas como representacdes externas,
e as representagBes mentais como internas. Tambem Goldin (2008) distingue represen-
tacBes externas e internas, sendo estas ultimas as relacionadas com os sistemas de repre-
sentacBes psicoldgicas dos individuos que ndo podem, em circunstancias habituais, ser
observadas por terceiros. Organiza as representac6es internas em cinco tipos de sistemas
inter-relacionados: (i) verbal e semantico; (ii) imagético; (iii) notacdo formal; (iv) pla-
neamento, monitorizacdo e controlo de execucdo; (v) afetivo. Cada um destes sistemas
permite ao individuo produzir um vasto leque de representacGes externas complexas e
especificas que podem ser interpretadas por terceiros: (i) linguagem oral e escrita; (ii)
gestos iconicos, desenhos, representagcdes pictdricas, producdes musicais ou ritmicas;
(iii) formulas matematicas e equacoes; (iv) expressdes de objetivos, intengdes, planea-
mento, estruturas de deciséo; e (V) contacto visual, expressdes faciais, linguagem corpo-
ral, contacto fisico, lagrimas, gargalhadas e exclamacdes que transmitem emocdes.

Duval (2004, 2006) apresenta duas transformacdes de representacGes semioticas
que considera profundamente distintas: tratamentos e conversdes. Tratamentos Sdo
transformac0es de representacdo que ocorrem dentro de um mesmo registro e que reve-
lam o papel intrinseco dos registros semioticos de representacdo na atividade matemati-



ca. Sdo exemplos de tratamentos resolver equacfes ou sistemas de equacOes, realizar
um célculo sem sair de um dado sistema de notacdo ou ainda completar uma figura uti-
lizando critérios de conectividade ou simetria. Por outro lado, conversdes séo transfor-
macoOes de representacdo que consistem em transformar a representagédo de um objeto,
de uma situacdo ou de uma informacdo de um dado registro semidtico numa outra re-
presentacdo do mesmo objeto, situacdo ou informacao de um outro registro semiotico.
As conversdes consistem, assim, em mudancas de registro semidtico de representacao.
Sdo exemplos de conversdes a passagem de uma equacdo algébrica para a sua represen-
tacdo grafica ou a passagem de uma constatacdo sobre uma relacdo em linguagem natu-
ral para a sua notacédo utilizando letras. A passagem de um registro para outro nem sem-
pre é simples, mas € muitas vezes necessaria para uma adequada compreensdo do objeto
em questdo. O NCTM (2007) refere esta ideia ao indicar que “representagdes distintas
focam, geralmente, aspetos diferentes de relagdes e conceitos complexos” pelo que, para
se tornarem conhecedores de conceitos matematicos, “os alunos necessitam de uma di-
versidade de representagdes que suportem a sua compreensdo” (p. 77). Complementar-
mente, segundo Duval (2004), do ponto de vista cognitivo, as aprendizagens fundamen-
tais relativas ao raciocinio requerem a diversificacdo dos registros semidticos de repre-
sentacdo, a diferenciacdo entre representante e representado e ainda a coordenacéo entre
os diferentes registros.

Significacio

O desenvolvimento do raciocinio matematico e a compreensao da Matematica
passam também pelo estabelecimento de conexdes, atraves do qual os alunos desenvol-
vem a sua capacidade de pensar matematicamente e, consequentemente, de raciocinar
matematicamente. As conexdes surgem como uma caracteristica fundamental da ativi-
dade matematica, como “um elemento estruturante do fazer matematica e do pensar
matematicamente” (CARREIRA, 2010, p. 18). O programa de Matematica do Ensino
Bésico salienta que “o estabelecimento de conexdes ¢ essencial para uma aprendizagem
da Matematica com compreensdo e para o desenvolvimento da capacidade de a utilizar
e apreciar” (ME, 2007, p. 6). O NCTM (2007) real¢a ainda que “quando os alunos con-
seguem estabelecer conexdes entre ideias matematicas, a sua compreensao € mais pro-
funda e duradoura” (p. 71). As conexdes assumem assim um destaque significativo no
ensino e na aprendizagem da Matematica.

De acordo com Ponte e Sousa (2010), o uso do termo conexdes € recente tanto
nos documentos curriculares como no discurso profissional, pelo que a sua discusséo,
tendo por referéncia o ensino da Matematica, € de especial importancia. Um dos signifi-
cados de conexdo que melhor se coaduna com a perspetiva de conexdes em Matematica
é o de relacdo, nexo, analogia ou afinidade entre coisas diversas (Dicionario da Lingua
Portuguesa Contemporanea — Academia das Ciéncias de Lisboa). Muitos educadores
matematicos tém focado a sua atencdo nas conexdes com a vida real ou na contextuali-
zacdo para que os alunos criem significados para os conceitos. Contudo, os problemas
“reais” e as contextualizagdes deixam muitas das grandes areas da Matematica injustifi-



cadas (HOWSON, 2005). Segundo Boavida, Paiva, Cebola, Vale e Pimentel (2008), as
conexBes em Matematica referem-se ndo sé as situacbes em que os alunos trabalham a
Matemaética ligada a problemas da vida real e a outras areas curriculares, como também
a relacdo entre tdpicos ou temas matematicos diferentes, ou seja, as conexdes com a
realidade e com outras areas do saber e as conexdes dentro da Matematica. E ainda im-
portante salientar que as conexdes matematicas devem ser destacadas e valorizadas nao
tanto enquanto elementos do conhecimento matematico a adquirir, mas essencialmente
enquanto pratica matematica de sala de aula (CARREIRA, 2010). Para que tal seja pos-
sivel, é necessario promover contextos que habilitem os alunos a (i) reconhecer e usar
conexdes entre ideias matematicas, (ii) compreender a forma como as ideias matemati-
cas se inter-relacionam e se constroem umas a partir das outras para produzir um todo
coerente e (iii) reconhecer e aplicar a Matemética em contextos que lhe sdo exteriores
(NCTM, 2007). Na sua esséncia, a énfase nas conexdes matematicas procura contrariar
a visdo da Matematica enquanto conjunto de conceitos e capacidades desconectados e
isolados e impedir que esta visdo degenere em resultados indesejaveis como a compar-
timentacdo, a fragmentacdo, o isolamento, a mecanizacdo e a incompreensdo (CAR-
REIRA, 2010).

Estritamente relacionado com as conexdes encontra-se o0 conceito de significa-
¢do (sense making). Segundo o NCTM, a significacdo consiste em desenvolver a com-
preensdo de uma situacdo, contexto, ou conceito conectando-0 com conhecimento exis-
tente (NCTM, 2009). Neste sentido, a significacdo apenas € possivel ao estabelecer co-
nexdes. O documento Focus in High School Mathematics: Reasoning and Sense
Making (NCTM, 2009) assume a significacdo como um aspeto do raciocinio e também
0 raciocinio como aspeto da significacdo. Por um lado, o raciocinio formal podera base-
ar-se em significacdo que identifica elementos comuns através de determinadas obser-
vacOes e que percebe como esses elementos comuns estabelecem conexdes com situa-
cOes anteriores (idem). Por outro lado, o raciocinio dedutivo ajuda a compreender o
significado do que esta a ser demonstrado, ou seja, a ver nao sé o que é verdade mas
também por que é verdade (HANNA, 2000). Nesta situacdo é a significacdo que se ba-
seia em raciocinio. Esta relacdo permite compreender que raciocinio e significacdo se
encontram entrelacados ao longo do processo continuo entre as observacgdes informais e
as deducdes formais (Figura 2) (NCTM, 2009).
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Figura 2 — Relacdo entre raciocinio e significacdo (NCTM, 2009, p. 4)



Reestruturar o ensino e a aprendizagem da Matematica enquadrando o raciocinio
e a significacdo na préatica diaria de sala de aula aumenta o desenvolvimento das compe-
téncias matematicas dos alunos tanto no que respeita aos conhecimentos como aos pro-
cessos (NCTM, 2009). Esta reestruturagdo nao implica um “encargo adicional para os
professores que se debatem com os alunos que tém dificuldades apenas a aprender 0s
procedimentos” (p. 5). Pelo contrério, a estrutura proporcionada pelo raciocinio e pela
significacdo permite uma aprendizagem continuada da Matematica com compreens&o.

No seu conjunto, raciocinio, representacdes e significacdo devem ser desenvol-
vidos no ensino e aprendizagem da Matemaética para que os alunos a possam compreen-
der de forma a conseguirem ser bem sucedidos ndo s6 na continuidade do seu percurso
escolar como também enquanto cidadaos.

Metodologia

Os resultados apresentados neste artigo tém por base dois estudos de natureza
qualitativa, que se inserem no paradigma interpretativo (BOGDAN; BIKLEN, 1994) e
recorrem a estudos de caso (STAKE, 2009). Apresentamos primeiro dados relativos a
dois alunos, Maria e Duarte, do 9.° ano de escolaridade, inseridos numa turma que tra-
balha o programa de Matematica anterior (ME, 1992), cuja professora, com cerca de
cinco anos de experiéncia, ndo teve ainda qualquer envolvimento profissional com o
atual programa (ME, 2007). Os alunos foram selecionados apenas segundo o seu de-
sempenho escolar em Matematica, sendo os dois alunos com melhor desempenho da
turma. Note-se, porém, que se trata de uma turma com desempenho pouco satisfatorio.

Apresentamos em seguida dados relativos a dois alunos universitarios, Gongalo
e Luis, recolhidos a partir da realizacdo de tarefas de investigacdo na disciplina de Ané-
lise Numeérica, do 2.° ano dos cursos ministrados na Escola Naval. Durante o 1.° ano,
estes alunos frequentaram diversas disciplinas de Matematica (Analise Matematica | e Il
e Algebra Linear) que utilizam o método tradicional de ensino, com aulas de exposicéo
de teoremas e demonstracdes com um grau de formalismo médio ou reduzido, seguidas
de outras aulas de resolucdo de exercicios. Os alunos foram selecionados com base no
seu desempenho escolar nas disciplinas de Matematica e num questionario inicial, sen-
do Gongalo um aluno de topo do curso de Engenharia Mecanica e Luis um aluno abaixo
da média do curso de Administracdo Naval.

Para a recolha de dados foram utilizados diversos instrumentos, selecionados en-
tre as técnicas mais usadas na metodologia qualitativa: entrevistas individuais ou a pares
(E) (videogravadas no 1.° estudo e audiogravadas no 2.°), analise documental dos relato-
rios escritos (R) e, no 2.° estudo, observacédo participante, tendo a professora assumido
tambem o papel de investigadora. Atendendo ao objetivo do estudo, a analise dos dados
recolhidos € realizada de acordo com as seguintes categorias: (i) representacoes; (ii)
processos de raciocinio, incluindo formulacéo de questdes, justificacdo e demonstracgao;
e (iii) significagcdo. Em representacOes pretende-se essencialmente identificar os tipos
de transformac0es usadas, procurando analisar tratamentos e conversfes. Em processos



de raciocinio, damos atencdo a formulacdo de conjeturas, ao seu teste e verificacao,
bem como a justificacdo utilizada. Finalmente, a significacdo pretende analisar a inci-
déncia deste aspeto durante a realizacdo de cada tarefa por parte dos alunos.

Processos de raciocinio em alunos do 9.° ano

A tarefa seguinte foi proposta aos dois alunos do 9.° ano, Maria e Duarte:

Considera um nimero natural. Determina a sua soma com 0s dois nimeros naturais consecuti-
vos seguintes. O que observas? Consegues provar o que afirmas?

Esta tarefa tem a mesma estrutura que as usadas por Arzarello, Bazzini e Chi-
apinni (2002) para analisar o pensamento algébrico de alunos. Trata-se de um problema
que pode ser resolvido através de procedimentos algébricos. Na sua realizacdo € expec-
tavel que os alunos conjeturem sobre as caracteristicas da soma de quaisquer trés nime-
ros naturais consecutivos e que testem e verifiguem a sua conjetura. Para resolvé-la, é
necessario saber representar naturais consecutivos e simplificar expressdes algébricas. E
também necessario que os alunos tenham presente a nocdo de multiplo de um ndmero e
0 modo de o representar. Anteriormente, os alunos j& tinham resolvido tarefas onde se
usou a propriedade de kn + k ser um mdltiplo de k, para k e n naturais.

Resolucdo de Maria

A aluna comeca por escrever o seguinte:

;,)-% 3*6{:_9

Contudo, ndo conseguindo observar nada com este exemplo, tenta passar para
uma expressdo algébrica que represente a situacdo pretendida. No entanto, demora al-
gum tempo a escrever uma expressdo algébrica para a soma de nimeros consecutivos, 0
que s6 consegue com dificuldade e apds alguma ajuda:

——

[ 2

OC tx pi)d (Z4d]= XD
Apbs escrever e simplificar a expressdo algébrica, chega rapidamente a uma

conclusdo:

Entrevistadora: Entdo e agora o que é que observas?
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Maria: Que vai ser um ntmero... Pois... Entdo... Se tiver um nimero e multi-
plicar por trés vai dar um multiplo de trés, mais trés vai dar outro multiplo de
trés.

E.: Ent8o se eu somar trés nimeros consecutivos o que é que vai acontecer?

M.: Vai ser um multiplo de trés.

Resolucdo de Duarte

O aluno utiliza uma outra estratégia de resolucdo da mesma tarefa, apresentando
logo de inicio trés casos particulares:

R+ 2 +4 =9
| + a.+3 =6

Duarte: Da sempre multiplos de trés!
Entrevistadora: E podes-me provar isso?
D.: (escreve 51 + 52 + 53 = 156)

E.: E agora vamos descobrir se este € um maltiplo de trés? E um mdltiplo de
trés, eu posso-te dizer que esse é. E se eu te disser que esse é, tu acreditas que
todos séo?

D.: Provavelmente.
E.: Provavelmente. E consegues provar que todos sao?
D.: Néo.

E notdrio que, apesar do inicio da resolucdo remeter para uma estratégia que
permitiria dar resposta ao problema, Duarte ndo consegue concluir essa estratégia.

Apos ser proposto a Duarte que tente utilizar linguagem algébrica para realizar a
sua prova, observa-se que ele chega com mais facilidade do que Maria a uma expresséo
que representa a situacdo e procede a sua simplificagéo:

O~ Ot I+ o+ 2 = OO s 3

Contudo, para assumir a conclusdo como verdadeira, Duarte volta a sentir neces-
sidade de particularizar, tentando validar a sua concluséo usando um caso particular:

E.: E agora, podes-me dizer que é um multiplo de trés?
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D.: Sim.
E.: Por qué?

D.: Porque... Se for dois (apontando para a) dois vezes trés da seis mais trés da
nove, esta certo.

Representacoes

Nesta tarefa, Maria tem uma dificuldade clara na converséo da linguagem natu-
ral para a algébrica. Esta dificuldade leva a supor que a aluna tem ainda uma compreen-
sdo pouco consistente da linguagem algébrica. Contudo, efetua os tratamentos associa-
dos as representacOes externas de férmulas matematicas com facilidade, sendo disso
exemplo a simplificacdo da expressdo algébrica.

Pelo seu lado, na resolucdo da tarefa, Duarte usa maioritariamente tratamentos
dentro do mesmo sistema de representacdo. No entanto, quando confrontado com essa
necessidade, ndo mostra qualquer dificuldade na conversdo da linguagem natural para a
algébrica. Por outro lado, na conversdo da linguagem algébrica para a natural, mostra
mais dificuldade do que a colega que, possivelmente, tem o conceito de multiplo mais
presente ou melhor compreendido.

Processos de raciocinio

Maria parece utilizar um processo de raciocinio proximo da deducdo. Apesar de
ter iniciado a sua estratégia de resolugdo com um caso particular, rapidamente o aban-
dona. Adota uma nova estratégia utilizando um caso geral, chegando a uma conclusao
valida. Pelo seu lado, Duarte inicia a tarefa usando casos particulares. Apesar de nao
conseguir concluir a sua estratégia, percebe-se que ela tem um carater eminentemente
indutivo.

Ainda que por processos diferentes, ambos os alunos conjeturam que a soma de
trés nimeros consecutivos € um multiplo de trés (conjetura geral). Maria, apds abando-
nar a primeira estratégia, formula com alguma facilidade uma conjetura que justifica por
meio da expressdo algébrica simplificada que encontra. Quanto a Duarte, que por si se
cinge a conjetura, apds a generalizacdo realizada por sugestdo da entrevistadora, sente a
necessidade de testar essa generalizagdo para justificar que efetivamente representa um
maultiplo de trés. Este teste ndo é um teste da sua conjetura inicial, mas um teste de uma
generalizacdo que o aluno tem dificuldade em validar sem particularizar.

Significacéo

Esta tarefa permite aos alunos a exploracdo de algumas potencialidades da lin-
guagem algébrica na descoberta de propriedades dos nimeros. Maria, ao associar a ex-
pressédo simplificada ao conceito de multiplo, mostra uma compreensao da simplificagdo
que realiza, relacionando-a com o conceito de multiplo e evidenciando compreender o
que esta a ser demonstrado. Por outro lado, Duarte, apesar de conseguir realizar os pro-
cedimentos pretendidos, ndo da significado a expressao algébrica que obtéem. O aluno
ndo estabelece qualquer relacdo entre a expressdo algébrica simplificada e o conceito de
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maultiplo ja explorado em tarefas anteriores e mostra dificuldade em relacionar a expres-
sdo algébrica com as expressdes numéricas que usa para formular a conjetura inicial.
Durante a resolucéo da tarefa, as dificuldades do aluno na identificagdo de elementos
comuns nas expressdes numéricas e algébricas parecem originar dificuldades no seu
raciocinio formal e consequente demonstracao da conjetura inicial.

Processos de raciocinio em alunos do Ensino Superior

Q1. Observe as seguintes situactes
[1,2]+[5,7]=1[6,9] [O,1]+]-5,2]=[-53][3, -1]+][1,3]=[-2 2]

Serd possivel deduzir uma regra que permita determinar a soma de dois intervalos de valores
reais? Investigue se todos os intervalos de valores reais seguem esta regra. Investigue se a regra
deduzida podera ser utilizada para outras operagdes com intervalos, por exemplo, a subtragdo
(X-Y), a multiplicagdo (XxY) e a divisdo (X/Y). Em caso negativo, deduza novas regras para
essas operagoes.

Q2. Considere a funcéo f: Dc IR— IR, real de variavel real, definida por f(X) = X + X e X =
[X1, X2] = D, um intervalo de valores reais pertencente ao seu dominio. Se X = [2, 7], qual a sua
imagem através da funcdo f? Explique como chegou a essa conclusdo. O que pode concluir so-
bre a imagem de um intervalo real qualquer, se a fungéo f passar a ser definida por f (X) = X? ou
por f (X) = e*?

Esta tarefa envolve os alunos em questdes de natureza exploratoria que servem
de base a introducédo de conceitos e de regras relativas a aritmética intervalar, ainda des-
conhecidas dos alunos. A primeira questdo pretende levar os alunos a deduzirem essas
mesmas regras e a justifica-las. Torna-se necessario a formulacdo, teste, refinamento e
justificacdo de conjeturas a partir da exploracdo de casos particulares de operacdes ele-
mentares conhecidas (adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo) utilizando intervalos
de nimeros reais. A segunda questdo tem caracteristicas semelhantes a anterior e pre-
tende alargar o ambito da aritmética intervalar as funcdes. Para resolvé-la é necessario
recorrer a conhecimentos anteriores de funcdes e suas propriedades. A representacao
gréfica, se usada, pode facilitar a sua resolucao.

Resolucéo de Gongalo

O aluno comeca a exploracdo da tarefa procurando regularidades nos exemplos
que séo fornecidos no enunciado. Através da observacdo, Gongalo formula uma conje-
tura para a adi¢do de intervalos utilizando a linguagem natural: “Chegamos a essa con-
clusdo efetuando a soma dos extremos inferiores e dos extremos superiores, partindo
dos exemplos apresentados” (R). Depois explica o significado que construiu para o in-
tervalo resultante da soma de intervalos:
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Antes de comegarmos a tarefa eu nunca tinha visto a soma de intervalos e
fiquei mesmo sem perceber do que é que se tratava. Mas depois percebi
que considerando [a;, a2] + [bs1, b2] = [c1, ¢2], tinhamos que qualquer va-
lor compreendido entre a; e a;, somado com qualquer valor entre b; e by,
estaria compreendido no intervalo c. (E)

Para a subtracdo, o aluno formula uma conjetura por analogia com a regra da
adicdo, mas modifica-a tendo em conta as propriedades dos nimeros e das operacgoes:
“Para a subtracdo (...) apenas ¢ aceite se transformarmos a subtragdo numa soma, isto &,
a-b=a+ (-b). Trocariamos b; e b, de extremos e assim ja se podia aplicar a soma de
extremo [com] extremo” (R). A compreensdo do conceito de intervalo é fundamental na
formulacdo das suas conjeturas para a multiplicagéo e divis&o:

Basicamente era tentar encontrar o extremo minimo, era encontrar a me-
nor multiplicagéo entre os dois intervalos, a menor de todas as combina-
cOes possiveis, e a maior. E uma maneira facil de fazer isso era fazer to-
das as multiplicagdes dos extremos destes dois porque iam conter 0 maior
e 0 menor quer no caso da multiplicacdo, quer da diviséo. (E)

Goncalo recorre a experimentacdo de alguns casos para validar as conjeturas
formuladas: “Verificamos que, de facto, todas as regras funcionam em todos os interva-
los reais apos efetuar a experiéncia em diferentes intervalos. Tendo em conta que funci-
onou para os intervalos experimentados, aceitamos como verdadeira para todos”. (E)

Na questdo seguinte, Goncalo aplica diretamente a regra da adi¢cdo deduzida na
questdo anterior: “Substituimos diretamente 0 2 e 0 7 e ficAmos com uma soma de in-
tervalos e ja sabiamos como fazer” (E). Desta vez o aluno verifica o resultado através de
um gréfico:

Concluimos que a
imagem através da
funcéo é o intervalo
[4, 14] (...). Esta
conclusdo é corro-
borada pois a ima-
gem da funcéo (ver
gréfico) vai ser o re- i ROK=3K
sultado da soma al- |

gébrica do intervalo
[2, 7].

(R)

No caso da funcéo dada por f(X) = X? Goncalo comeca por representar grafi-
camente a funcdo quadratica para procurar regularidades, com vista a formulacdo de
uma conjetura sobre a imagem de um intervalo através desta funcao e conclui:

Primariamente analisamos o grafico da fungédo e concluimos que a ima-
gem de um intervalo X = [a, b] aleatorio vai dar um intervalo de imagens
e este vai depender do valor das coordenadas. Por exemplo, se uma era
positiva, se era negativa, se o modulo de uma era maior que outra... Nao
podiamos generalizar apenas numa expressdo o resultado pretendido. Por
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isso dividimos a fungdo nos Varios tipos de intervalos possiveis e obti-
vemos as varias opgoes (...). (E)

Sea<0,b<0,f([a b]) = [b? a%]
Ex: [a, b] = [-4, -2] => f([-4, -2]) = [4, 16]

(..)
Sea<0,b=0, f([a b]) = [0, &
Ex: [a, b] = [-2, 0] => f([0, 2]) = [0, 4] (R)

Em relacdo & funcéo f(X) = e*, Goncalo volta a basear-se na anélise do gréfico
para formular uma regra e utiliza 0s mesmos casos anteriores quando, desta vez, € pos-
sivel generalizd-la numa expressdo Unica, uma vez que a fungdo é monotona. Em ne-
nhum destes casos, o0 aluno tenta justificar as conjeturas formuladas.

Resolucdo de Luis

O aluno interpreta a informacéo disponivel, procurando recordar-se de experién-
cias anteriores semelhantes: “Como nunca tinha feito uma soma de intervalos, associei
logo a soma de vetores porque era a Unica coisa que era parecido com a soma de coor-
denadas. De acordo com as solugdes encontradas nos exemplos ilustrados, verificamos
que estes obedecem ao mesmo critério da adigdo de vetores” (E). E com base na obser-
vacgdo dos exemplos dados no enunciado e nos seus conhecimentos sobre as proprieda-
des dos vetores que Luis formula uma primeira conjetura para a soma de intervalos:

“Sendo o vetor U (uy,uz) e 0 vetor V (vi, V,), a soma destes vetores é feita de acordo

com o seguinte modo: U +V = (u; + Vi, Up + V2)” (R). O aluno considera que a conjetu-
ra é valida para todos os valores reais e ndo sente a necessidade de a testar ou justificar,
provavelmente porque estd a aplicar um resultado ja conhecido (a regra da adicdo de
vetores).

Quando Luis tenta formular conjeturas para outras operagdes, encontra algumas
dificuldades porque o resultado da aplicacdo das regras dos vetores nao se ajusta ao seu
conceito de intervalo:

A subtracdo ndo [apresentou dificuldades] porque coincidia com a adi-
¢do. Mas ja a multiplicacdo e a divisdo constituiam problemas. A multi-
plicacdo de vetores podia-se fazer pelo produto externo ou o produto es-
calar. [No entanto] o resultado do produto escalar ¢ um niimero e (...) um
intervalo é sempre representado por dois nimeros, ou seja, o limite infe-
rior e o limite superior. O produto externo... Também tem dois nimeros,
é verdade. Mas depois? (...) Ja ndo sei, ndo me lembro. Mas depois como
era intervalo tinha que colocar os outros nimeros no meio, ou entre o li-
mite inferior e superior e assim ja ndo da. (E)

O aluno abandona a estratégia inicial e, através da observacdo dos exemplos,
identifica o padrdo que estd subjacente a construcdo dos intervalos. Formula uma nova
conjetura para a adicdo de intervalos, generalizando-a, de imediato, escrevendo a regra
em notacao simbolica: “Vx v € R, X +Y =[Xq, Xo] + [V1, Y2l = [X1 + Y1, X2 + ¥2]” (R).
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Para a subtracdo, Luis formula uma conjetura com base em propriedades mate-
maticas dos numeros e das operagdes, e utiliza raciocinio dedutivo para obter uma regra
para a subtracdo, através de manipulagdo algébrica:

X =[x, X2] Y =[y VY]
X-Y =X+ (-Y) = [x1, Xo] + (-[ya, Yol) = [x1, Xo] + ([-Y2, -ya]) =
= [X1- Y2, X2 - y1]. (R)

O aluno ndo sente a necessidade de verificar nem de justificar a validade da re-
gra, possivelmente porque a obteve através de um processo dedutivo com base em pro-
priedades matematicas. Luis formula, também, uma conjetura para a multiplicacdo de
intervalos, por analogia com a regra da adi¢do: “Para a multiplicagdo utilizamos o mes-
mo sistema que na adi¢do. Multiplicamos os limites inferiores e os superiores dos dois
intervalos: [x1, X2] X [y1, Y2l = [X1 X Y1, X2 X ¥2]” (R). S6 quando questionado ¢ que
identifica algumas limitacdes da regra e utiliza o seu conceito de intervalo para refinar a

conjetura: “Esta multiplicagdo s6 funciona para R}~ (E). Para generalizar as regras

propostas, o aluno utiliza a notacdo simbdlica e constrdi expressdes algébricas que as
formalizam, incluindo o uso correto de quantificadores, como mostra o exemplo:

Vye R {0}, x/y:[Xl'XZ]:{Xl,Xz] R)
[Y11y2] Ya )1
Luis explica como interpreta a questdo seguinte, tendo por base os seus conhe-
cimentos sobre funcdes:

Tendo em conta a nogdo de imagem que aprendemos anteriormente sa-

bemos que se tem uma funcéo y igual ao f(x). (...) Se eu tenho um valor

de x, eu tenho um valor de y que vai corresponder a imagem. Entdo eu

considerei (...) que dentro do intervalo [xi, X,], independentemente dos

valores de X; e Xy, eu teria uma imagem para o intervalo [Xx1, X] que era

substituir os valores de x; e Xz. (E)

No entanto, o aluno aplica diretamente a regra da adicdo deduzida na questdo an-
terior: “ f([xa, X2]) = [X1, X2] + [X1, X2] = [X1 + X1, X2 + X2] (...). Assim, f([2, 7]) = [2, 7] +
[2, 71 = [4, 14]” (R).

O aluno volta a aplicar as regras deduzidas anteriormente, neste caso a da multi-
plicacdo, no estudo da fungdo f(X) = X2. S6 quando questionado é que Luis mostra re-
serva em relacdo a conjetura formulada: “Mas acho que ainda ndo ¢ certo, ndo tenho
conhecimentos para... Dados para defender isso. (...) de acordo com a multiplicagao,
multiplicar duas vezes o X” (E). Perante estas davidas, o aluno formula uma nova con-
jetura e coloca a questdo: “Por que é que ndo poderia fazer o limite inferior ao quadrado
e o limite superior ao quadrado?” (E). Nesta altura, o aluno testa as conjeturas com base
na experimentacéo de casos e conclui que ndo sao validas: “Ao experimentar casos nao
dava o mesmo resultado de uma maneira e de outra” (E). No entanto, o aluno néo identi-
fica os motivos que estdo na base da refutacdo e da por terminada a exploracéo da tare-
fa, que fica incompleta: “N&do consegui organizar as ideias para chegar 1a...” (E).
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Representacoes

Os alunos comegam por utilizar a linguagem natural para descrever 0s seus raci-
ocinios e justificar o modo de formac&o das regras das operaces com intervalos. Mos-
tram facilidade na conversdo da linguagem natural para a algébrica, quando séo solici-
tados a generalizar as regras, e também no uso de tratamentos dentro do sistema de re-
presentacao algébrico, quando simplificam as expressdes durante a sua deducao.

No entanto, a utilizacdo de meétodos algébricos de representacdo nem sempre é
adequada para detetar conflitos e erros nas solugdes obtidas. Como Luis ndo usa outro
tipo de representacdo que permita verificar os resultados, as respostas que obtém com
base na representagdo algébrica nem sempre estdo corretas. Pelo seu lado, Gongalo rela-
ciona as representacfes algébricas e graficas das funcbes e tira partido dessa relacdo
para facilitar a identificacdo de propriedades das funcbes que sdo fundamentais para
obter e confirmar resultados.

Processos de raciocinio

As estratégias iniciais dos dois alunos tém um carater eminentemente indutivo,
pois partem da observacdo de exemplos ou utilizam analogias para formularem as suas
primeiras conjeturas. Luis tem tendéncia para generalizar as conjeturas, de forma imedi-
ata, sem proceder a sua validacdo. Deste modo, as conjeturas que formula nem sempre
sdo corretas. SO quando questionado é que testa as conjeturas recorrendo a alguns
exemplos. Ja Gongalo, pelo contrario, tem sempre a preocupacao de testar as suas conje-
turas recorrendo a experimentacgdo de alguns casos ou comparando os resultados obtidos
a partir de diferentes estratégias. Os dois alunos so justificam conjeturas quando utili-
zam processos de raciocinio dedutivo para as formular, tendo em conta conceitos e pro-
priedades matematicas suas conhecidas, como a subtracdo de intervalos de valores reais.

Significagéo

A exploracdo da tarefa proposta permitiu aos alunos desenvolver a compreenséo
do conceito de intervalo e das regras da aritmética intervalar fazendo conexfes com
outros topicos matematicos, em particular com o conhecimento que ja tinham sobre
propriedades dos numeros e das funcdes. Gongalo utiliza o conceito de intervalo para
formular conjeturas, por exemplo, sobre as regras para a multiplicacdo ou diviséo de
intervalos. Além disso, 0 uso da representacdo gréfica e de propriedades de funcGes
parece ter ajudado o aluno a construir significado para a imagem de um intervalo atra-
ves de funcbes, com vista a formulacao (e posterior validacdo) de conjeturas. Pelo seu
lado, Luis tentou dar significado a soma de intervalos relacionando-a com o0s conheci-
mentos prévios da soma de vetores. No entanto, utiliza a sua compreenséo do conceito
de intervalo para identificar erros e questionar a estratégia inicial. Para ambos os alunos,
é a utilizagdo de raciocinio dedutivo para encontrar a regra da subtracdo que permite
simultaneamente confirmar as suas ideias ou intui¢Oes iniciais e perceber por que séo
verdadeiras.
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Concluséao

O dominio da linguagem algébrica por parte dos alunos do 9.° ano é ainda insu-
ficiente para resolverem de forma expedita os problemas propostos. Duarte s6 generali-
za a sua conjetura quando isso lhe é sugerido e sente necessidade de concretizar a ex-
pressdo algebrica que obtém, experimentando um caso particular. Mostra-se capaz de
realizar tratamentos, como a simplificacdo de expressdes algébricas, mas revela dificul-
dades na conversao da linguagem algébrica para a natural, o que limita seriamente o seu
raciocinio, que precisaria de se basear numa variedade de registros de representacao e
na sua coordenacdo (DUVAL, 2004). Maria, pelo seu lado, mostra também algumas
dificuldades na conversdo da linguagem natural para a algébrica, mas aparenta ter de-
senvolvido estruturas de representacdo muito mais consistentes.

Gongcalo e Luis utilizam a representacdo algébrica com destreza e revelam facili-
dade na conversdo entre diferentes registros (linguagem natural, linguagem algébrica e
representacdo grafica). Usam sobretudo a linguagem natural para descrever e justificar
0s seus raciocinios. No entanto, quando solicitados a generalizar as suas conjeturas,
recorrem a linguagem algébrica e mostram facilidade tanto na realizacdo de tratamentos,
quando simplificam expressdes matematicas, como na conversao da linguagem natural
para a algébrica. Gongalo mostra-se mesmo capaz de utilizar diferentes representagdes e
tira partido da relacéo entre elas para obter resultados corretos, apoiando a ideia do va-
lor das representagdes matematicas para a comunicagdo do raciocinio (NCTM, 2007).
Os alunos com maior capacidade de realizar conversdes sdo também os que evidenciam
maior capacidade de realizar raciocinios dedutivos.

Inicialmente, os raciocinios dos alunos, tanto do 9.° ano como do Ensino Superi-
or, tendem a desenvolver-se do particular para o geral. Os alunos usam essencialmente
processos indutivos, como observagdo de casos particulares, analogia e generalizagao
para formularem as suas primeiras conjeturas. De um modo geral, ndo sentem necessi-
dade de justificar as conjeturas, tal como, de resto, se tem verificado em trabalhos ante-
riores (PONTE, 2007). Assim, Luis tem tendéncia para generalizar de imediato as suas
conjeturas e ndo sente a necessidade de as testar ou justificar e, tal como Duarte, quando
é solicitado a fazé-lo, experimenta casos particulares como processo de valida¢do (como
indicado por KIERAN, 2007). Duarte mostra ndo compreender o papel da linguagem
algébrica na justificacdo e, deste modo, ndo consegue raciocinar dedutivamente. Maria
tira partido do seu dominio da linguagem algébrica para justificar a sua conjetura. Estas
justificagOes constituem um aspeto do raciocinio dedutivo, sendo dadas em linguagem
natural, com recurso a linguagem algébrica, ou seja, ainda que sem muita formalizacéo,
a aluna consegue encadear assercoes de forma légica e justificar esse encadeamento.
Gongcalo é o unico aluno que revela preocupacdo em testar as conjeturas e realiza-o de
forma autdnoma recorrendo a experimentagdo de alguns casos ou comparando os resul-
tados obtidos a partir de diferentes estratégias, sobretudo graficas. Tanto Gongalo como
Luis sdo capazes de utilizar raciocinio dedutivo para justificar conjeturas. Também,
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como seria de esperar neste nivel de ensino, a sua justificacdo é apoiada em conheci-
mento anterior de procedimentos, propriedades e conceitos matematicos.

Os niveis de significacdo variam muito de aluno para aluno. Assim, Maria asso-
cia a expressdo simplificada ao conceito de multiplo, evidenciando compreender o que
esta a ser demonstrado. Duarte, pelo seu lado, realiza procedimentos mas ndo dé signifi-
cado a expressao algébrica que obtém. N&o estabelece relacdo entre a expressdo algébri-
ca simplificada e os conceitos que ja conhece e tem dificuldade em relacionar expres-
sBes numéricas e algébricas. No caso de Gongalo e Luis, a exploracdo da tarefa proposta
permite-lhes desenvolver a compreensdo do conceito de intervalo e das regras da arit-
mética intervalar fazendo conexfes com tdpicos matematicos como propriedades dos
nameros e das fungdes. Luis tenta dar significado a soma de intervalos relacionando-a
com o0s conhecimentos prévios da soma de vetores e usa a sua compreensao do conceito
de intervalo para identificar erros e questionar a estratégia inicial. E a utilizagio de raci-
ocinio dedutivo para encontrar a regra da subtracdo que permite a ambos os alunos con-
firmar as suas ideias iniciais e perceber por que sao verdadeiras.

O modelo de analise que usamos (Figura 1) revelou-se um instrumento muito
util para estudar os processos de raciocinio dos alunos, articulando o raciocinio com as
representacdes e a significacdo. Os quatro processos de raciocinio (formulacdo de ques-
toes, formulagéo de conjeturas, teste e justificagdo) foram identificados no trabalho dos
alunos. A distincdo entre conjeturas especificas e gerais também se revelou pertinente
no caso dos alunos do ensino superior, correspondendo a diversos tipos de generaliza-
cao (raciocinio indutivo). Este modelo de analise, certamente podera ser ainda aperfei-
coado, mas parece Util tanto investigacdo como na formacéo de professores.

O desenvolvimento da capacidade de raciocinar matematicamente é um dos as-
petos salientes do novo programa de Matematica do ensino basico (ME, 2007). Sera
interessante verificar no futuro se a generalizacdo do novo programa ira promover este
desenvolvimento, habilitando os alunos a usar tanto o raciocinio indutivo como o dedu-
tivo e reforcando processos de raciocinio como a formulagdo de conjeturas e a justifica-
cdo. Sera também importante verificar se os alunos serdo capazes de recorrer a varias
representacdes, para que as conversdes entre elas se tornem mais simples, desenvolven-
do uma maior compreensdo dos objetos e conceitos matematicos, e uma maior riqueza
de significacBes. Para que isso possa acontecer, ndo basta que exista um novo programa
de Matematica, valorizando o raciocinio. Sera necessario que os professores conhecam
0s processos de raciocinio dos seus alunos e reflitam sobre eles. Se esta analise revelar
lacunas, mesmo de aqueles que mostram bom desempenho, sera necessario colmata-las
para que os alunos sejam mais criticos e desenvolvam a Matematica com compreenséo.
Tudo isto requer, certamente, um trabalho especifico no ambito do desenvolvimento
curricular e das praticas profissionais na sala de aula.

Referéncias

ALISEDA, A. Mathematical reasoning vs. abductive reasoning: a structural approach.
Synthese , n. 134, p. 25-44, 2003.

19



ARZARELLO, F., BAZZINI, L., CHIAPINNI, G. A model for analysing processes of
thinking. In: SUTHERLAND, R.; T. ROJANO; Bell, A.; LINS, R. Perspectives on
school algebra. Dordrecht: Kluwer, 2002. p. 61-81.

BOAVIDA, A. M.; PAIVA, A. L.; CEBOLA, G.; VALE, I.; PIMENTEL, T. A experi-
éncia matematica no ensino basico. Lisboa: DGIDC, 2008.

BOGDAN, R., BIKLEN, S. Investigacdo qualitativa em educa¢do: uma introdugdo
a teoria e aos métodos. Porto: Porto Editora, 1994.

CARREIRA, S. Conexdes matematicas: ligar o que foi desligado. Educacéo e Mate-
matica. n. 110, p. 13-18, 2010.

DUVAL, R. A cognitive analysis of problems of comprehensionin a learning of mathe-
matics. Educational Studies in Mathematics, n. 61, p. 103-131, 2006.

DUVAL, R. Semiosis y pensamiento humano. Colombia: Merlin, 2004.

GOLDIN, G. Perspectives on representation in mathematical learning and problem
solving. In: ENGLISH, L. D., Handbook of international research in mathematics
education, Nova York: Taylor & Francis, p. 176-201, 2008.

GREENGO, J., HALL, R. Practicing representation. Phi Delta Kappan, n. 78, p. 361-
367, 1997.

HANNA, G. Proof and its classroom role: a survey. In: SARAIVA, M.; COELHO, M.
I.; MATOS, J. M. (Eds.). Atas do IX EIEM - Encontro de Investigagcdo em Educa-
cdo Matematica, Funddo: SPCE-SEM, p. 75-104, 2000.

HOWSON, A. G. Meaning and school mathematics. In: KILPATRICK, J.; HOYLES
C.; SKOVSMOSE, O. (Eds.). Meaning in mathematics education, Dordrecht:
Kluwer, p. 17-38, 2005.

KIERAN, C. Learning and teaching of algebra at the middle school through college
levels. In: LESTER, F. (Ed.). Second handbook of research on mathematics teaching
and learning, Reston: NCTM, p. 707-762, 2007.

ME. Programa de matematica: plano de organizacdo do ensino-aprendizagem - ensino
béasico 3.° ciclo. Lisboa: DES-ME, 1992.

ME. Programa de matematica do ensino basico. DGIDC-ME, 2007.
<http://sitio.dgidc.min-edu.pt/matematica/Documents/ProgramaMa-tematica.pdf>.
Acesso em: 16 jan. 2008.

NCTM. Focus in high school mathematics: reasoning and sense making. Reston:
NCTM, 2009.

NCTM. Principios e normas para a Matematica escolar. Lisboa: APM, 2007.

20


http://maps.google.com.br/maps?hl=pt-BR&bav=on.2,or.r_gc.r_pw.,cf.osb&biw=1024&bih=571&wrapid=tlif133839780828111&q=NY&um=1&ie=UTF-8&hq=&hnear=0x89c24fa5d33f083b:0xc80b8f06e177fe62,Nova+York,+NY,+EUA&gl=br&ei=wlTGT77jCpCo8gSbvOnaBg&sa=X&oi=geocode_result&ct=title&resnum=1&ved=0CAgQ8gEwAA

OLIVEIRA, P. A investigagdo do professor, do matematico e do aluno: uma discus-
sdo epistemoldgica. 2002, 285 f. Dissertacdo (Mestrado em Didactica da Matematica).
Universidade de Lisboa, Lisboa, 2002.

OLIVEIRA, P. O raciocinio matemaético a luz de uma epistemologia. Educacéo e Ma-
tematica, n. 100, p 3-9, 2008.

POLYA, G. Mathematics and plausible reasoning: induction and analogy in mathe-
matics. New Jersey: Princeton University Press, 1954.

PONTE, J. P. Investigations and explorations in the mathematics classroom. ZDM, v.
39, n. 5-6, p. 419-430, 2007.

PONTE, J. P.; BROCARDO, J.; OLIVEIRA, H. Investigacdes matematicas na sala
de aula. Belo Horizonte: Auténtica, 2003.

PONTE, J. P.; SOUSA, H. Uma oportunidade de mudanga na matematica no ensino
basico. In: APM. O professor e o0 programa de matematica do ensino basico. Lisboa:
APM, 2010, p. 11- 41.

RUSSEL, S. Mathematical reasoning in the elementary grades. In: STIFF, L. V.; CUR-
CIO, F. R. (Eds.). Developing mathematical reasoning in grades K-12. Reston:
NCTM, 1999, p. 1-12.

STAKE, R. A arte da investigacdo com estudos de caso. Lisboa: Fundacdo Calouste
Gulbenkian, 20009.

VERNAUD, G. A comprehensive theory of representation for mathematics education.
Journal of Mathematical Behavior, v. 2, n. 17, p. 167-181, 1998.

21



